BAB III
PENERAPAN PERUMUMAN CROSS PRODUCT
DALAM MENYELESAIKAN SISTEM
PERSAMAAN LINEAR m x n MENGGUNAKAN
REDUKSI ATURAN CRAMER

Pada bagian ini dibahas topik utama dalam penelitian skripsi, yang disajikan
dalam tiga subbab. Pada Subbab 3.1 akan ditunjukkan bahwa perumuman cross pro-
duct di R™ memenuhi sifat antikomutatif, sifat perkalian skalar, sifat distributif; sifat
vektor nol, serta hasil kali skalar dari n vektor, dengan memanfaatkan sifat-sifat de-
terminan. Selanjutnya, Subbab 3.2 dan 3.3 membahas perluasan aturan Cramer dan
reduksi aturan Cramer untuk sistem m x n (underdetermined dan overdetermined),
dengan memanfaatkan sifat ortogonal dari perumuman cross product dan modifikasi

dari perumuman tersebut. Perluasan ini dijelaskan melalui alur penelitian berikut:
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3.1 Sifat-Sifat Perumuman Cross Product di R"

Selain memenuhi sifat tegak lurus, akan ditunjukkan bahwa perumuman

cross product di R" juga memenuhi sifat cross product di R dalam Teorema (2.3.8).

3.1.1 Sifat Antikomutatif pada Perumuman Cross Product

Sifat antikomutatif pada cross product di R? juga berlaku untuk perumuman

cross product, sebagaimana dijelaskan pada teorema berikut.

Teorema 3.1.1 (Sifat Antikomutatif)

Untuk sembarang vektor a; dan a; di ruang vektor R", maka berlaku sifat:

Ap X - X @ X e XA X e XAy = —(A X e XA X XA X e X Apq).

Bukti.
Misalkan terdapat n — 1 vektor yang saling bebas linear di R™ sebagai berikut:

a = (allaal2>a137"~7aln>

a4 = (aila A2, Q335 - - - 7am)

a; = (aj1,a52,a53, - - Qjn)

A, 1= (an—l,b Ap—1,2,0p—-13y - >an—l,n)

dengan 1 <i,j5 < n—1dani # j, maka operasi cross product dari a; x - - - X a; X

- X aj X --- X a,_; didefinisikan sebagai berikut:

€1 (%) €3 ce (V%
11 12 Q13 . Q1n
a;1 a;2 a;3 Ain
a X - Xa; X e Xa; X Xa, =
aﬂ (IJQ CLJ3 CL]n
Ap-11 Ap—-12 Gp-13 ... Qp—1n
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Selanjutnya, melalui penukaran baris ke-: dengan baris ke-j, dan menggunakan sifat

determinan pertama dalam Teorema (2.2.2), diperoleh:

€1 € €3 . €n €1 € €3 e €n
aii a12 a3 e Qip ary a2 ais e A1n
;1 [075)) a;3 c. Qin _ a1 Q52 53 Ce Qjn
;1 52 ;53 e Qjn ;1 (075} a;3 ce i
Qp—-11 QAn—12 QGp-13 ... QApn—1n Ap—-11 Qan-12 Gp-13 ... Qn—1n

Dengan demikian, diperoleh bahwa:
Ap X oo XA X XA X XA =—(A X XA X XA X X Ay )
Karena vektor a; dan a; dipilih secara sembarang dengan1 < 4,57 < n—1dani # j,

maka terbukti bahwa perumuman cross product memenuhi sifat antikomutatif.

Berikut ini adalah contoh yang menunjukkan sifat antikomutatif pada peru-

muman cross product.

Contoh 3.1.1
Diberikan vektor aj, a,, dan a3 di R*, dengan:

a; = (1,2,3,4),a, = (4,3,2,1), dan a3 = (1,3,2,4).

Operasi a; X a, x a3, menghasilkan:

€1 € e3 €4

1 2 3

a; X a; X a3 = = —1be; + 15e5 + 15e3 — 15e4.
4 3 2
1 3 2 4

Operasi a; X a3 X a,, menghasilkan:

€1 € €3 €4

1 4
a; X azg X a3 = . 4 = 15e; — 15e9 — 15e3 + 15ey
4
= —(—15e; + 15e3 + 15e3 — 15ey).
Dengan demikian, terlihat bahwa a; x a; x a3 = —(a; X a3 X ay).
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3.1.2 Sifat Perkalian Skalar pada Perumuman Cross Product

Selanjutnya, sifat perkalian skalar pada cross product di R® juga berlaku

untuk perumuman cross product, sebagaimana dijelaskan pada teorema berikut.

Teorema 3.1.2 (Sifat Perkalian Skalar pada Perumuman Cross Product)
Misalkan k adalah skalar dan a; merupakan sembarang vektor di ruang vektor R”,

maka berlaku sifat berikut:

k(ag X -+ Xa; X - Xa,_1)=a; XX (ka;) X+ Xa,_;.

Bukti.
Misalkan terdapat n — 1 vektor yang saling bebas linear di R" sebagai berikut:

a; = (ai1,a12,a13,...,01p)
a4 = (ail,&iz,ai?)’ ce >am)
| — (@ 1, O 102, O 35, )

dengan 1 < ¢ < n — 1. Selanjutnya, misalkan k£ € R, maka perkalian skalar antara

k dan operasi cross product dari vektor-vektor ay,...,a;,...,a, ; didefinisikan
sebagai berikut:

€1 €y €3 . €

aii a12 a3 <o Qip

klag x ---xa; x---xa, )=k
Q41 Q32 a3 Qin

Gp—-11 An—1,2 Q@p—-13 ... An—1n

Selanjutnya, menggunakan sifat determinan kedua dalam Teorema (2.2.2), diperoleh

hasil sebagai berikut:

€1 €2 €3 . €n €1 €2 €3 . €p
a1 a12 a13 cee A1n ai a12 a13 ce Q1n
k pum—
a;1 ;9 a;s e Ain kail k‘aig k/‘aig e kam
ap—-11 0OGp—-12 A4n—-13 --- An—1n ap—-11 0OGp—12 Aan—-13 --- An—1n
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Dengan demikian, dapat diperoleh bahwa:
E(ag X «--Xa; X ---Xa,1)=a; X - x (ka) X Xa,
Karena vektor a; dipilih secara sembarang dengan 1 < ¢ < n — 1, maka terbukti

bahwa perumuman cross product memenuhi sifat perkalian skalar.

Berikut ini adalah contoh yang menunjukkan sifat perkalian skalar pada per-

umuman cross product.

Contoh 3.1.2
Diberikan vektor aj, a,, dan a3 di R*, dengan:

a; = (1,2,3,4)
a, = (4,3,2,1)
a; = (1,3,2,4)

Serta misalkan skalar k£ = 2. Maka operasi k(a; X a, X a3), menghasilkan:
k(a; x a; x a3) = 2(—15e; + 15e; + 15e3 — 15e4) = —30e; + 30e; + 30e3 — 30e;.

Selanjutnya, operasi a; x (ka,) x a3, menghasilkan:

€ € €3 €4

a; X (kay) x a3 = 1°EK = —30e; + 30e, + 30e; — 30ey.
Sh 6 M B
1 3 2 4

Dengan demikian, terlihat bahwa 2(a; x a, x a3) = a; X (2a,) x a3.

3.1.3 Sifat Distributif pada Perumuman Cross Product

Sifat berikutnya adalah sifat distributif pada cross product di R3, yang ju-
ga berlaku pada perumuman cross product, sebagaimana dijelaskan pada teorema
berikut.

Teorema 3.1.3
Misalkan sembarang vektor a; dapat dinyatakan sebagai penjumlahan dari dua vek-

tor, yaitu a; = u + v, dengan a;, u, v € R”, maka berlaku sifat berikut:

a; XX (UHv) X xXa, 1 = (a3 X Xux---Xa, q1)+(a X XVX-Xa, ).
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Bukti.

Misalkan terdapat n — 1 vektor bebas linear di R" yang dinyatakan sebagai berikut:

a = (Clna @12, A13, - - - 7a1n)
a;, = (uy + v, us+ Vo, U3+ Vs, ..., Uy + V)
a,_1= (an—l,h an—-1,2,n-1,3; - - - 7an—1,n)

dengan 1 <17 < n — 1, dan a; yang dapat dinyatakan sebagai penjumlahan dari dua

vektor:

u = (uy,us, us, ..., u,) dan v = (vy,ve,vs,...,0,),

dengan u, v € R™. Maka, operasi cross product daria; X --- X (u+v) x --- X a,

didefinisikan sebagai berikut:

€1 €2 €3

an a12 a13

ap XX (U4v)X---xXa, =

up+vy u2 +vy uz+vs

Gp—1,1 Gnp—1,2 Gp—1,3

€n

Q1n

Uy, + U,

an—1,n

Selanjutnya, dengan menggunakan sifat determinan pada Teorema (2.2.3), diperoleh

hasil sebagai berikut:

€1 € €3

a1 Q12 @13
ap XX (u+v)x---xa, =

Uy Uz us

p—-11 Qn-12 0Gp-13

€1 € €3
11 Q12 @13
(%1 V2 U3

Ap—11 Qn-12 0Gp-13
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Dengan demikian, dapat diperoleh bahwa:
a; XX (u+v) X xXa, 1= (a3X - Xux---xXa, 1)+(a X XVX---Xa, ).
Karena u + v berada di sembarang 7 dengan 1 < 7 < n — 1, maka perumuman cross

product terbukti memenuhi sifat distributif.

Berikut adalah contoh yang menunjukkan bagaimana sifat distributif berlaku

dalam perumuman cross product.

Contoh 3.1.3
Diberikan vektor aj, a,, dan a3 di R*, dengan:

a; = (1,2,3,4)
a, = (4,3,2,1)
a; = (1,3,2,4)

Dari Contoh (3.1.1), diperoleh hasil operasi a; x a, X a3, yaitu:
a; X a; X az = —15e; + 15ey + 1563 — 15e4.

Selanjutnya, perhatikan bahwa vektor a; dapat dinyatakan sebagai penjumlahan dari

dua vektor u dan v, sebagai berikut:
a; = (1,3,2,4) = (1,1,2,3) + (0,2,0,1) = u +v.

Maka, operasi cross product dari (a; x a; X u) + (a; x az x v) didefinisikan sebagai

berikut:

€1 € €3 €4 €1 € €3 ¢4

1 2 3 4 1 2 3 4
+

4 3 2 1 4 3

1 1 2 3 0 2 0 1

(a; X ag Xxu)+ (a; x ag X v) =

\V]

= (Oey + Hey — 10e3 + Hey)+
(—1561 + 10ey + 25e3 — 2064)
= — 15e; + 15e2 + 15e3 — 15e4

Dengan demikian, terlihat bahwa:
a; xa; X (W+v)=(a; xay xu)+(a; xay xXv),

denganu = (1,1,2,3) danv = (0,2,0, 1).
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3.1.4 Sifat Vektor Nol pada Perumuman Cross Product

Sifat berikutnya adalah sifat vektor nol pada perumuman cross product, yang

terbagi menjadi dua bagian, sebagaimana dijelaskan pada teorema berikut.

Teorema 3.1.4 (Sifat Vektor Nol pada Perumuman Cross Product)
Misalkan sembarang vektor a; dan a; di R” dan 0 adalah vektor nol di R", dengan
0= (0,0,...,0). Maka, berlaku sifat berikut:

l.a; x---xa; {x0xa;,; X ---xa, ;=0dan

2.2 x---xa; X---xa; X---xa, ; = 0jika vektor a; merupakan kombinasi
linear dari vektor a;.
Bukti. (1)
Misalkan 0 = (0,0,...,0) adalah vektor nol di R", dan misalkan terdapat n — 1
vektor bebas linear di R™ yang dinyatakan sebagai berikut:

a = (6111, a12,A13, - - - 7a1n>

A4 = (ai—u, A;—1,2,Q—1,3, - - - >ai—1,n>
a4 = (aila @52, A33y - - - ,Clm)

A1 = (Cli+1,1, @i41,2, Q41,35 - - - 7ai+1,n>
A, 1= (anfl,l) an—1,2, Ap—1,3, - - - 7an71,n>

Dengan 1 < ¢ < n — 1. Maka operasia; X --- x a; 1 X 0 X a;,1 X -+ X a,

didefinisikan sebagai berikut:

€1 () €3 R €n

a1 12 13 ce Q1n
| Gi-11 Gi-12 G-13 -- - Gi-1n

a X ---xa_ 1 x0xa, g x---xa, = 0 0 0 0
Ai41,1 Ai412 G413 -+ Aijln
(p-11 Ap—-1,2 0ap-13 ... Apn—1n

Berdasarkan sifat determinan ketiga dalam Teorema (2.2.2), dapat diperoleh hasil
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sebagai berikut:

a; X - xa,_1 x0xa g x---xa, 1 =e;(0) —ey0)+e30)—---+
(—1)""ea(0)

(0,0,0,...,0)

0.

Dengan demikian, dapat diperoleh bahwa:
a xX---xa,_ 1 x0xa,yx---xa,1=0

Karena vektor 0 berada pada sembarang baris ke-i, maka perumuman cross product

terbukti memenubhi sifat pertama dari cross product dengan vektor nol.

Bukti. (2)
Misalkan terdapat n — 1 vektor di R", yang dinyatakan sebagai berikut:

a; = (11,012,013, - - -, Q1)

a;, = (@, i, A3, - - - ; Qi)

au = (kaﬂ, k&iz, kaig, ey kam)

A, 1= (anfl,b an—1,2, Ap—1,3, - - - >an71,n)

dengan 1 <i,j5 < n—1dan: # j, serta vektor a; merupakan kombinasi linear dari
vektor a;, yaitu a; = ka; untuk suatu skalar k. Maka, operasia; X --- x a; X - -+ X

a; X --- x a,_ didefinisikan sebagai berikut:

(] € €3 Ce €n
an Q12 a13 . Q1n
Qi1 A2 ;3 e Qip,
31><-~~><al-><--~><aj><--~><an_1:
kail kaig kaig Ce kCL,m
Ap—-11 Qn-12 QGp—-13 ... Qn—1n
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Berdasarkan sifat determinan kedua dalam Teorema (2.2.2), dapat diperoleh hasil
sebagai berikut:

€1 €2 €3 . €n €1 €2 €3 N €n
ail a12 ais cee aln ail ai2 a13 cee Q1n
a1 ;2 a3 Qin a1 ;2 a3 Qin
kaﬂ kaig kaig . kam ;1 a;2 ;3 N [077%%
n—-1,1 an—-12 ap—-13 ... apn—1n n—-1,1 an-12 0ap—-13 ... Qpn—1n

Dengan demikian, melalui sifat determinan ketiga dalam Teorema (2.2.2), dapat di-
peroleh bahwa:

a; X .- Xa; X---xa; X xa, 1 =£k(0,00...,00=0.

Karena a; dan a; dipilih secara sembarang dengan 1 < ¢, < n —1dan¢ # j, serta
a; = ka; untuk suatu skalar k, maka perumuman cross product terbukti memenuhi

sifat kedua dari cross product dengan vektor nol.

Berikut adalah contoh yang menunjukkan bagaimana sifat pertama dari cross

product dengan vektor nol berlaku dalam perumuman cross product.

Contoh 3.1.4

Diberikan vektor ay, a,, dan a3 di R*, dengan:

ar = (1,2,3,4)
= RRTHYA T Y
a3 = (1,3,2,4)
Serta vektor nol di R*, yaitu:
0 = (0,0,0,0)

Maka, operasi cross product dari a; X 0 x a3 didefinisikan sebagai berikut:

€1 € €3 €4

1 2 3 4
a; X0 xaz= = (0,0,0,0) = 0.
! 710 0 0 0 ( )
1 1 2 3

Dengan demikian, terlihat bahwa a; x 0 x ag = 0.

37



Berikut adalah contoh yang menunjukkan bagaimana sifat kedua dari cross

product dengan vektor nol berlaku dalam perumuman cross product.

Contoh 3.1.5
Diberikan vektor ay, a,, dan a3 di R*, dengan:

a; = (1,2,3,4),a, = (4,3,2,1), dan a3 = (2,4, 6,8).

Perhatikan bahwa a3 = 2a,. Maka, operasi cross product dari a; x a, x az didefi-

nisikan sebagai berikut:

€1 € €3 €4 €1 € €3 €4
Il 2 1203 B
a; X ag X ag = = 2 :2(0,0,0,0):0
4 A 4 3 2 1
2 6 8 1 2 3 4

Dengan demikian, terlihat bahwa a; x a; x a3 = 0 dengan a; = 2a,.

3.1.5 Hasil Kali Skalar n Vektor

Hasil kali skalar dari n vektor merupakan perluasan dari scalar triple product
di ruang R3. Operasi ini melibatkan dot product dan perumuman cross product,
dengan hasil berupa skalar. Perhitungan hasil kali skalar dari n vektor dilakukan
dengan memisalkan terlebih dahulu vektor-vektor bebas linear a,, a5, a3, ..., a, di

R", yang dapat dinyatakan sebagai berikut:

a = (Gll, 12, A13, - - - 7a1n)
A= (a217 22, 423, . . . 7a2n)
a3 = (Gsb asz2, a3z, . . . ;Cl?m)
a, = (an,b An,2,An,3, - - - 7an,n)

Maka, operasi cross product dari a; X a3 X --- X a, didefinisikan sebagai berikut:

€1 () €3 . €n

Q21 Q22 Q23 ... Q2q
A Xaz X ---Xa,=1(0a31 A3z a3z ... A0aA3sp

Qp1 Ap2 Gp3 ... Qpp
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Melalui ekspansi kofaktor terhadap baris pertama dapat diperoleh:

a X a3 X ---Xa, = €

Q22  A23

a3z Aa33

ap2 4p3

G21  A22

a31  Aa32
€3

ap1 Ap2

21 Q22

a31  Aa3z2
€n

ap1 Ap2

Q2n, 21 Q23 ... Aoy
a3, agp asz ... dzp
— € +
Qn,n an,1 Ap3 ... Gpp
Aon
a3sn
— (_1)1+”
an,n
23 a2 n—1
a33 a3,n—1
an,3 Qpon—1

Selanjutnya, dengan melakukan operasi dot product antara vektor a; dan hasil dari

operasi cross product a; X a3 X --- X a,, diperoleh hasil sebagai berikut:

a;-(ay X a3 X -+ X ay)

22
a32
= a1

Qp,2

21

a31
@13

Ay, 1

23

ass3

Qp, 3

22

a32

Qp 2

Q2n,

a3n,

Ann

Q21  A23

a31 Aas3
— a12

Gp1 OGp3

e + (_1)1+na1n

Aon,
a3n,
+ (3.1)
an,n
21 Q22 A23 ... (A2np-1
az1 Aazz2 Azz ... A3 n-1
Qp1 Gp2 Ap3 ... Apnp—1

Dengan mengembalikan persamaan (3.1) ke bentuk sebelum ekspansi kofaktor ter-

hadap baris pertama, diperoleh hasil sebagai berikut:

a;-(ay X a3 X -+ X ay)

a11

21

= |as1
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aiz ... QAin
ass ... QAgpn
ags ... Qasp (3.2)
an 3 Qpn




Berikut adalah contoh dari hasil kali skalar dari n vektor.

Contoh 3.1.6

Diberikan vektor aj, a,, a3, dan a4 di R*, dengan:

a, = (1,2,3,4),a3 = (1,3,2,4),
a, = (4,3,2,1),a4 = (1,4,3,2).

Maka, dengan menggunakan persamaan (3.2), diperoleh hasil sebagai berikut:

ar - (a; X a3 X a4) = = —60.

= = s =
W NN W

I SEESCRSCI
NN

3.2 Penerapan Perumuman Cross Product dalam Menyelesai-
kan Sistem Persamaan Linear m X n Menggunakan Aturan

Cramer

Penelitian mengenai aturan Cramer untuk menyelesaikan sistem persama-
an linear n x n melalui perumuman cross product di R™ telah dilakukan dalam [7]
dan [8], yang menjadi landasan bagi pembahasan dalam penelitian skripsi ini. Se-
lanjutnya, melalui pendekatan yang sama, aturan Cramer dapat diperluas untuk
menyelesaikan sistem persamaan linear berukuran m X n, baik pada kasus under-

determined maupun overdetermined.

3.2.1 Aturan Cramer untuk Sistem Persamaan Linear Underdetermined

Sistem persamaan linear berukuran m X n, dengan m < n, dikenal sebagai
sistem underdetermined. Sistem ini memiliki solusi berupa solusi umum. Peru-
musan aturan Cramer untuk sistem persamaan linear underdetermined melalui per-
umuman cross product dilakukan secara bertahap, dimulai dengan menyelesaikan
sistem persamaan linear full rank berukuran 4 x 5, yang dapat dinyatakan sebagai
berikut:

112140122 + a13T3+014T4 + A15T5= f1

(2121 4A22T2 + A23T3+G24T 4 + Q25T5= [ (3.3)
3121403272 + A33T3+034T4 + a35T5= f3

41 214049T2 + Q437340444 + Qs5T5= [4
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Sistem (3.3) dapat dituliskan ke dalam bentuk kombinasi linear dari vektor sebagai
berikut:

ai a2 ais a4 Q15 f1

a1 a22 a23 24 25 f 2
T + X9 + 23 + 24 + x5 =

a3 a32 as3 34 a3s f 3

aq1 42 aq3 Qq4q Q45 f 4

Diperoleh vektor a;, as, a3, a4, a5 yang dapat dinyatakan sebagai berikut:

aii a2 @13 aiq a15

a21 a2 @23 a24 Q25
a; = 732: 733: 734: 7a5:

a31 a32 a33 34 a3p

Q47 Q42 Q43 Qa4 Q45

Serta, vektor b = (f1, f2, f3, f1). Dengan demikian, sistem pada persamaan (3.3)

dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:
141 + Toay + Tr3a3 + r4a4 + Tra5 = b (34)

Sistem (3.3) juga dapat dinyatakan dalam bentuk Ax = b sebagai berikut:

Ax=Db
_:761_
ail @12 a13 dig Qais b i
Q21 Q22 Q23 Q24 QA25 ; _ f2
az1 (32 a3z AaAz4 Aa35 ; I3
A41 Q42 (43 GA44 Q45 ; Ja
5

Misalkan terdapat empat vektor kolom yang bebas linear, tanpa mengurangi peru-

muman, yaitu vektor-vektor ay, a,, a3, dan a4. Artinya:

a1; Q12 Qi3 Qaiq
G21 Q22 G23 QA24

det(al,az,a3,a4) = 7é 0.

ag1 asz az3 as34

Aq1 Q42 Q43 Q44

Dengan demikian, matriks A memiliki fie// rank dengan rank(A) = 4. Oleh karena
itu, berdasarkan Teorema (2.5.2), sistem persamaan (3.3) memiliki solusi umum

dengan 5 — 4 = 1 parameter, yaitu x5 yang dipilih sebagai parameter.
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Selanjutnya, untuk mencari solusi dari variabel x; dengan z; sebagai para-

meter, definisikan cross product antara a,, a3, dan a, sebagai berikut:

Vi = a; X a3z X a4 =

€1
Q12
a13

Q14

€

22
23

(24

€3

32

a33

€4
Q42

Q43

34 Qg4

Dengan melakukan dot product antara v, dengan kedua ruas dari sistem persama-

an (3.4), diperoleh:

[z1a1 + 08y + z3a3 + w404 + X525 - Vi = [b] - vy

121 - Vi + To@y - Vi + X383 - V1 + 2484 - V1 + 525 - Vi = b - vq

Berdasarkan hasil kali skalar n vektor dan sifat ortogonalitas vektor v; terhadap

vektor a,, ag, dan a,, maka diperoleh a, - vi = a3 - vy = a4 - v{ = 0, sehingga:

T

11 A21 A31
Q12 A22 G32
13 Ag23 a3s3

Q14 Q24 0A34

aq1 Q15 dgs5 G35 A4

Q42 Q12 d22 (32 A42
+ Ty

Q43 @13 A23 (33 A43

Q44 Q14 QA24 A34 Q44

bEl
Q12
@13

a14

fo fz Ja
Q22 A32 Q42
Q23 A33 (43

Q24 Q34 Q44

Selanjutnya, dengan menyelesaikan untuk variabel x; dan menggunakan
det(A) = det(AT), diperoleh solusi untuk variabel x; sebagai berikut:

T —

S
f2
fs
Ja

a2
a22
as2

A42

@13
@23
33

Q43

a14
a24

a34

Q44

11
21
a31

Q41

Q12
22
32

Q42

a13
23
a33

43

Q14
Q24
34

Q44

ays
Ags
ass

A45

Q12
22
@32

Q42

a3
ag3
ass3

43

Q14
Q24
34

Q44

a1
a1
a31

Qa1

Q12
Q22
32

Q42

a13
ag3
a33

43

Q14
Q24
34

Q44

sifat

Solusi untuk variabel x; juga dapat dituliskan dalam bentuk yang disederhanakan

sebagai berikut:

T

det(b, ay, a3, ay)

B det(ala a,, as, a4>

det(a57 a,, az, 34)

42

5det(a17 a,, az, a4> ‘

(3.5)



Untuk mencari solusi dari variabel x5 dengan x5 sebagai parameter, defini-

sikan cross product antara a;, a3, dan a, sebagai berikut:

€1 € (%] €4

11 A21 A31 Q41
Vo = a1 X a3 X a4 =

Q13 A23 (33 A43

Q14 Q24 A34 QAy4q

Dengan melakukan dot product antara v, dengan kedua ruas dari sistem persama-
an (3.4), diperoleh:

[z1a1 + 08, + z3a3 + 2404 + X525 - V2 = [b] - vy

T121 - V3 + To@y - Vo + X383 - Vy + 2484 - V3 +T5a5 -V, = b - v,

Berdasarkan hasil kali skalar n vektor dan sifat ortogonalitas vektor v, terhadap

vektor a;, ag, dan a,, maka diperoleh a; - vo = a3 - vo = a4 - vo = 0, sehingga:

Q12 Q22 A32 A42 Q15 dgs5 G35 A4 f 1 f 2 f 3 f 4

v 11 A21 G31 A4 e 11 A21 G31 QA41 @11 Aa21 Q31 A41
2 5 =

13 Ag23 33 A43 @13 A23 (33 A43 @13 A23 (33 A43

Q14 Q24 A34 QA44 Q14 QA24 A34 Q44 a14 Q24 A34 Q44

Selanjutnya, dengan menyelesaikan untuk variabel zo, serta menggunakan sifat
det(A) = det(AT) dan dengan melakukan satu kali penukaran kolom, diperoleh
solusi untuk variabel x5 sebagai berikut:

ain fi a3 auy a1 G155 a13 A4
ag1  fo a3 amn Q21 G255 Q23 24
aszy fz asz as a31 G35 as3 aA34
agr fa au3 am G41 Q45 A43 (44
T — — XI5
ail @12 a13 Aai4 ai1 G122 a13 Al4
Q21 Q22 dAg23 (24 G21 Q22 Q23 24
asi Az a3z aA34 a31 az2 a3z a34
A41 Q42 A43 Q44 G41 G4z (43 Q44

Solusi untuk variabel x5 juga dapat dituliskan dalam bentuk yang disederhanakan
sebagai berikut:
_det(a, b, a3, a4) det(ay, as, a3, ay)

To = — X .
2 det(ah a,, az, a4> ° det(ah a,, az, a4>

(3.6)
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Untuk mencari solusi dari variabel x5 dengan x5 sebagai parameter, defini-

sikan cross product antara a;, a,, dan a, sebagai berikut:

€1 € (%] €4

11 A21 A31 Q41
V3 = a1 X A X a4 =

Q12 Ag22 Q32 A42

Q14 Q24 A34 QAy4q

Dengan melakukan dot product antara vz dengan kedua ruas dari sistem persama-
an (3.4), diperoleh:

[z1a1 + 22y + T3a3 + 2404 + x525] - V3 = [b] - V3

2121 - V3 + To@p - V3 + X383 - V3 + 2484 - V3 + T5a5 - V3 = b - v3

Berdasarkan hasil kali skalar n vektor dan sifat ortogonalitas vektor vs terhadap

vektor a;, a5, dan a4, maka diperoleh a; - v3 = a5 - v3 = a4 - v3 = 0, sehingga:

a3 Q23 (a33 (43 a5 Q25 Az5 Q45 i o f3 Ja
3 a1l G21 G31 A4 ot a1 G21 Aa31 a4 n 11 G21 Agz1 Q41
a2 Q22 (32 (442 12 G2 A3z2 (A42 12 G2 A3z2 (42
14 Q24 A34 (A44 A14 Q24 A34 QA44 A14 Q24 a34 A44

Selanjutnya, dengan menyelesaikan untuk variabel x3, serta menggunakan sifat
det(A) = det(AT) dan dengan melakukan dua kali penukaran kolom, diperoleh
solusi untuk variabel z3 sebagai berikut:

ain a2 fi au a1 G12 A15 Al4
a1 G2 fo amn Q21 G2z Q25 A4
asy as f3 as a31 a3z azs A34
ag1 Qa2 fi Gy G41 Q42 Q45 Q44
T3 — — XI5
ail @12 a13 Aai4 ai1 G122 a13 Al4
Q21 Q22 dAg23 (24 G21 Q22 Q23 24
asi Az a3z aA34 a31 az2 a3z a34
A41 Q42 A43 Q44 G41 G4z (43 Q44

Solusi untuk variabel x5 juga dapat dituliskan dalam bentuk yang disederhanakan
sebagai berikut:
_det(ag,ay,b, a4) det(ay, a,, a5, ay)

T3 = — X .
’ det(ah a,, az, a4> ° det(ah a,, az, a4>

(3.7)
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Terakhir, untuk mencari solusi dari variabel x4 dengan x5 sebagai parameter,

definisikan cross product antara a,, a,, dan ag sebagai berikut:

€1 € (%] €4
11 A21 A31 Q41
V4 = a1 X Ay X a3 =
Q12 Ag22 Q32 A42

@13 Ag23 (33 A43

Dengan melakukan dot product antara v4 dengan kedua ruas dari sistem persama-
an (3.4), diperoleh:

[z1a1 + 22y + T383 + 2404 + x5a5] - V4 = [b] - V4

T121 - V4 + To@p - V4 + X383 - V4 + 2484 - V4 + T5a5 - V4 = b - vy

Berdasarkan hasil kali skalar n vektor dan sifat ortogonalitas vektor v, terhadap

vektor a;, a5, dan a3, maka diperoleh a; - v, = a5 - v4 = a3 - v4 = 0, sehingga:

14 Q24 A34 (A44 15 Q25 A35 A45 i o f3 Ja
4 a1l G21 G31 A4 ot a1 G21 Aa31 a4 n 11 G21 Agz1 Q41
a2 Q22 (32 (442 12 G2 A3z2 (A42 12 G2 A3z2 (42
13 Qag23 A33 (43 13 Q23 Aa33 (43 13 Q23 (33 Q43

Selanjutnya, dengan menyelesaikan untuk variabel x4, serta menggunakan sifat
det(A) = det(AT) dan dengan melakukan tiga kali penukaran kolom, diperoleh

solusi untuk variabel =, sebagai berikut:

ann a2 a3 fi a1l G122 aiz ais
a1 Gz a3 fa 21 Q22 Q23 A5
as agy asz f3 a31 @32 d4azz ass
ag1 Qg2 Q43 fa G41 G422 (43 Q45
Ty — — XI5
ail @12 a13 Aai4 ai1 G122 a13 Al4
Q21 Q22 dAg23 (24 G21 Q22 Q23 24
asi Az a3z aA34 a31 az2 a3z a34
A41 Q42 A43 Q44 G41 G4z (43 Q44

Solusi untuk variabel x, juga dapat dituliskan dalam bentuk yang disederhanakan
sebagai berikut:
_det(ay,ay,a3,b) det(ay, a,, a3, as)

Ty = — X .
! det(ah a,, az, a4> ° det(ah a,, az, a4>

(3.8)
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Berdasarkan hasil dari persamaan (3.5), (3.6), (3.7), dan (3.8), maka solusi umum

dari sistem persamaan linear berukuran 4 x 5, dengan bentuk :

a1171+a12%2 + A13T3+014T4 + a15T5= f1
2121 4A22T2 + A23T3+A24T4 + A25T5= [
310143202 + A33T3+A34T4 + A35T5= [3

4121404072 + Q437340444 + Q45T5= [4

dapat diperoleh melalui rumus berikut:

. det(b, a5, a3, a4) s, det(as, a,, a3, ay)
1= )
det(a1 a,43,4 4) det(a a4, 43,4 4)
det(ay, b, a3, a4) det(ay, a5, a3, ay)
Lo = — Is 3
det(ay, a,, a3, ay) det(ay, a,, a3, ay)
det(ay, a3, b, ay) det(ay, a5, a5, ay)
T3 = — s )
det(a1 a,a3,4a 4) det(a a,43,4a 4)
det(ay, a;, a3, b) det(ay, a,, a3, as)

Ty = — XI5
det(ay, a3, a3, a4) *det(ay, a5, a3,24)

dengan x5 € R dan det(ay, a5, a3,a4) # 0. Di mana vektor a;, a,, a3, a,, dan a;

dinyatakan sebagai berikut:

a11 a2 a13 alq a15
| G212 ] Qo2 | Ges a24 azs
a; = , 9 = , a3 = 734: ,d5 =
a3 as2 a33 a34 35
Q41 aq2 Q43 Aqq Q45

Serta vektor b yang dapat dinyatakan sebagai berikut:

b= (f1, fo, f5, fo)*

Selanjutnya, perumusan aturan Cramer untuk sistem persamaan linear
underdetermined melalui perumuman cross product diperluas untuk menyelesaikan

sistem persamaan linear full rank berukuran 4 x 6 sebagai berikut:

a1 T1+a12% + a13T3+01474 + A15T5+a16T6 = fi
(2121 4A22T2 + A23T3+A24T4 + G25T5+026T6 = fo (3.9)
a3121+032T2 + A33T3+034T4 + A35T5+a36T6 = f3

41 T1+A42T2 + As3T3+044Ty + Q45T5+046T6 = fa
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Sistem pada persamaan (3.9) dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:
T141 + Toa; + x3a3 + 1484 + T545 + 2626 = b (310)

Dengan vektor ay, a5, a3, a4, a5, ag dan b yang didefinisikan sebagai berikut:

an a2 a3

as aso as3
a = , A2 = , A3 = )

asy as2 a33

as a4 as3

G.11)

a4 ais aie f1

a4 ass a2 fo
ay = ag = A = b=

b ) )
as4 ass ase f3
44 a4s a46 fa

Sistem (3.9) juga dapat dituliskan ke dalam bentuk persamaan matriks Ax = b

sebagai berikut:

_aﬂ

aj; Qi aiz aig Al Aie n f1

Q21 Qg2 QA23 @24 Q25 Q26 ; _ f2

az1 G32 G33 Aagz4 az5 A36 ; f3

Q41 Q42 Q43 Q44 A45 (46 ; Ja
5

Misalkan terdapat empat vektor kolom yang bebas linear, tanpa mengurangi
perumuman, yaitu vektor-vektor ay, a,, a3, dan a4. Artinya det(a;, a,, a3, a4) # 0.
Dengan demikian, matriks A memiliki fi/l rank dengan rank(A) = 4. Oleh kare-
na itu, berdasarkan Teorema (2.5.2), sistem persamaan (3.9) memiliki solusi umum
dengan 6 — 4 = 2 parameter, yaitu x5 dan xg yang dipilih sebagai parameter. Ber-
dasarkan penyelesaian sistem 4 x 5 dengan perumuman cross product, solusi umum

sistem 4 x 6 diberikan oleh rumus berikut:

o det(b, a5, a3, a,) det(as, a,, a3, a4) det(ag, a3, a3, a4)
1= — Ts — T

det(ah a, az, 34) det(ah , az, 34) det(ah a, az, 34) ’
_det(a, b, a3, a4) det(ay, as, a3, ay) det(ay, ag, a3, ay)

Ty = — s — Te )
det(ay, ay, a3, ay) det(ay, ay, a3, ay) det(ay, ay, a3, ay)
det(al, a, b, 34) det(al, ay, as, 34) det(al, Ay, Ag, 34)

T3 = — T5 — Tg )
det(ay, ay, a3, a4) det(ay, ay, a3, a4) det(ay, ay, a3, a4)
det(al, a3, as, b) det(al, az, as, 35) det(al, a3, as, 36)

dengan x5, 24 € R dan det(a;, a5, a3, a4) # 0.
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Berdasarkan penyelesaian sistem berukuran 4 x 5 dan 4 x 6 melalui peru-
muman cross product, aturan Cramer untuk solusi umum sistem underdetermined

dapat dirumuskan dalam teorema berikut.

Teorema 3.2.1 (Aturan Cramer untuk Sistem Persamaan Linear Underdetermined)
Diberikan sistem persamaan linear berukuran m x n, dengan m < n yang dapat

dituliskan sebagai berikut:

a1 +a12T2 + ...+ QT . AT, = i

(91T, +ag9exy + ...+ 2 mTm + ...+ A2 nTyp = fg

(3.12)

Um1T1H0m 2Tt ... + AT+ - - -+ Ay nTn= fm

Misalkan terdapat m vektor kolom yang bebas linear, yang berarti
det(a;,ay,...,a,) # 0. Maka, sistem pada persamaan (3.12) memiliki solu-

si umum dengan n — m parameter, yang dapat diperoleh melalui:

. _det(al,az, 500G ,ai,l,b, A1, ,am)
i det(a;, as,...,a,,)

n

. Z .det(al,ag, ce 1,85, ..., 2)

T
J
P, det(a;,a9,...,2a,,)

)

untuk ¢ =1,2,...,mdan x,,.1,...,x, € R serta vektor a;,a,,...,ay,...,a, dan

b didefinisikan sebagai berikut:

a1 a12 a1,m
a1 a22 a2 m
a; = , ) = ) y Am =
Am,1 Am 2 Am,m
(3.13)
A1n f1
a2 n f2
, ,ap, = , danb = )

am,n fm

Bukti.

Sistem pada persamaan (3.12) dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:

T14; + 2223 + -+ Ty + -+ T2, = b (3.14)
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Dengan vektor a;, a,,...,a,,...,a, dan b merupakan vektor-vektor pada persa-
maan (3.13). Sistem pada persamaan (3.12) juga dapat dinyatakan dalam bentuk
Ax = b sebagai berikut:

L1

aiq a2 ... @1m ... Q1p Ho) f1

a921 929 e CL27m C.e agyn . fQ
T B

Am1 Am2 - Gmm --- Gmn : fm
Tn

Misalkan terdapat m vektor kolom yang bebas linear, tanpa mengurangi per-
umuman, yaitu vektor-vektor a;, as, ..., a,,, yang berarti det(a;,as,...,a,,) # 0.
Dengan demikian, matriks A memiliki fi«// rank dengan rank(A) = m. Oleh karena
itu, berdasarkan Teorema (2.5.2), sistem persamaan (3.12) memiliki solusi umum

dengan n — m parameter, yaitu z,,,1, . . . , ¢, yang dipilih sebagai parameter.

Selanjutnya, untuk mencari solusi variabel x;, dengan 1 < ¢ < m, dan

menganggap variabel z,,,1, ..., z, sebagai parameter, didefinisikan cross product
antara vektor-vektor a;,as,...,a; 1,a;.1,...,a,, sebagai berikut:

€1 (%) . €m

a1 921 e Am,1

a19 929 e Am,2

Vi—=a; Xag X -+ XA, 1 X471 X+ - XAy =

Ar1;—1 Q24-1 .. Qmi-1
1,41 Q2441 -+ Amitl
a1,m azm ... Qmm

Melalui dot product antara v; dengan kedua ruas persamaan (3.14), diperoleh:

T1A1 - Vi + T2z - Vi + « -+ + Ti—18i—1 * Vi T T3@j - Vi + Tip1@iqq - Vi (3.15)
+ o+ T@Am Vi T 18mt Vi Tp8y - Vi=Db - vy

Berdasarkan hasil kali skalar n vektor dan sifat ortogonalitas vektor v; terhadap

vektor-vektor a;,a,,...,a; 1,a,,1,...,a,, maka diperoleh hasil:

a -V, =ay V= =2; 1"V, =21 V; =" =2, -V, =0.
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Dengan demikian, persamaan (3.15) dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:

wi[det(a;, a1, a5, ..., 4, 1, 2,1, ...,2,)"]
4+ Ty [det(an, 1, a1, 80, . 81, A, ..., A) ]
4o 4wy [det(a,, a1, a0, ..., 8, 1,841, ..,8,) ]
=det(b,aj,as,...,8;,1,8;.1,...,2,)"

Selanjutnya, dengan menyelesaikan untuk variabel x;, serta menggunakan
sifat det(A) = det(AT) dan dengan melakukan i — 1 penukaran kolom, diperoleh

solusi untuk variabel x; sebagai berikut:

il det(al,ag, e ,ai,l,b, A1, ,am)
i
et(ala A2, .., A;1,2;, 41, .. ., am)
o Tma1 det(al, A2, ..., A 1,Am1 1,547, ,am)
det(al,ag, ey 1,A5,Q541,. .., am)
r£ Todet(ag, ay,...,8;1,8,,8;1,...,2,)
det(a17 Az, ..., 8;1,;,3;41,... 7am>

Solusi untuk variabel z; juga dapat dituliskan dalam bentuk yang disederhanakan

sebagai berikut:

" _det(al,ag,...,ai,l,b,aiﬂ...,am)
i =
det(a;,as,...,a,,)
n
_ Z mdet(al,ag,...,ai,l,aj,aiﬂ...,am)
J
Pl det(a;, ag, ..., a,,)

Karena variabel z; dipilih secara sembarang dengan 1 < ¢ < m, maka Teo-
rema (3.2.1) terbukti.

Berikut adalah contoh numerik dari penyelesaian sistem persamaan linear

underdetermined menggunakan Teorema (3.2.1).

Contoh 3.2.1

Misalkan sistem persamaan linear berukuran 4 x 5 sebagai berikut:

T+ 29— 13— 3x4+ 4da5 =2
200 — X9+ 3x3+ 204 —25 =4 (3.16)
T+ 41’2 + 2I3 - 5ZL’4 + 3I5 =6

T+ 151’2 + 61’3 — 151’4 + 91’5 =2

Dari sistem pada persamaan (3.16) dapat diperoleh vektor-vektor a;, as, a3, a4, a5
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dan vektor b sebagai berikut:

1 2 -1 -3
2 -1 3 2
a; = 1 A2 = 4 ;a3 = 9 ;4 = 5 |

1 15 6 —15
4 2
-1 4

a; = ,danb =
3 6
9 D
Karena det(ay, a,,a3,a4) = —100 # 0, maka berdasarkan Teorema (3.2.1), solusi

umum dari sistem pada persamaan (3.16) adalah sebagai berikut:

1. Solusi variabel z;:

det(b, ay, 4z, 34) det(as, Ay, a3, 34)
T = — T
det(a17 a,, az, 34) det(a17 a,, az, a4>
—104 —132 26 33
= — Ty = x= — b5
—100 —100 25 25
2. Solusi variabel z5:
det(ay, b, a3, ay) det(ay, as, a3, ay)
To = — XI5
det(ala a,, az, 34) det(a]a a,, az, a4)
464 —88 116 22

—hs = —— — —Is.
—100 —100 25 25

3. Solusi variabel z3:

det(ay, az, b, ay) det(ay, a, a5, ay)
T3 = — Ty

det(ay, a3, a3, a4) det(ay, a3, a3, a4)

—176 92 44 23

100 T5T100 25 T3

4. Solusi variabel z4:

_det(ay, ay,a3,b) det(ay, a,, a3, as)
T det(al, a, as, 34) B 5det(a1, a, a4z, 34)

400 0

- 100 "Ti0 0

dengan x5 € R.
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3.2.2 Aturan Cramer untuk Sistem Persamaan Linear Overdetermined

Sistem persamaan linear berukuran m x n, dengan m > n, dikenal sebagai
sistem overdetermined. Secara umum, sistem ini tidak memiliki solusi atau bersi-
fat tidak konsisten, sehingga solusi x hanya dapat didekati (diaproksimasi). Solusi
sistem ini dapat didekati dengan menyelesaikan persamaan normal, sebagaimana
dijelaskan pada Teorema (2.5.1). Dengan demikian, untuk sistem persamaan linear

berukuran m x n, dengan m > n, sebagai berikut:
Amxnxnxl — bm><1 (317)

Maka, dengan mengalikan A’ pada kedua ruas sistem persamaan (3.17), dipero-
leh persamaan normal sebagai berikut:
AT

nxm

Amxnf(nxl e Azzxmbmxl (318)

Perhatikan bahwa hasil dari AL

»xmAmxn merupakan matriks berukuran n x n,

sedangkan A% b,,.; menghasilkan vektor kolom berukuran n x 1. Dengan de-
mikian, berdasarkan aturan Cramer untuk sistem persamaan linear berukuran n x n
yang dijelaskan dalam Teorema (2.4.1), maka penyelesaian persamaan (3.18) dapat

dirumuskan dalam teorema berikut.
Teorema 3.2.2 (Aturan Cramer untuk Sistem Persamaan Linear Overdetermined)
Diberikan sistem persamaan linear berukuran m xn, dengan m > n, sebagai berikut:

Ax = b (3.19)

Selanjutnya, asumsikan bahwa matriks koefisien A memiliki ful/l rank dengan
rank(A) = n, maka solusi dari persamaan (3.19) dapat didekati melalui persamaan
normal:

ATAx = A"p (3.20)

Dengan demikian, ketika det(A” A) # 0, maka persamaan (3.39) memiliki solusi
tunggal, yang diberikan sebagai berikut:

A det((ATA)Z)
YT T det(AT A)

Di mana (AT A); adalah matriks yang diperoleh dengan menukar entri pada kolom

ke-i dari matriks A7 A dengan entri pada matriks kolom A”b.
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Bukti.

Diberikan sistem persamaan linear berukuran m xn, dengan m > n, sebagai berikut:

a1y +apT2 + ...+ a1aTy = fi

a21x1 +axTy +...+ a2,Ty = fo

(3.21)
Ap, 1271 +Anp2T2 + ... + Ty = In
Um,1T1+am 222+ .. . + A nTn= fm
Sistem (3.21) juga dapat dinyatakan dalam bentuk Ax = b sebagai berikut:
a1 a12 oo Q1
a1 Q22 ... Q2pn Ty fi
T2 Ja
== 4 (3.22)
anp1 an,2 ce an,n E
Tn, Jm
Am,1 Gm2 - Omn
Dengan AT sebagai berikut:
13 A2 ... Gp1 ... (Gm1
AT _ a12 Q22 ... QAp2 ... Qm2
Ain A2n .- QAppn ... Qmpmn

Misalkan terdapat matriks bagian berukuran n x n dengan det(M,,.,,) # 0,
yang berarti A memiliki fi/l rank dengan rank(A) = n dan berdasarkan Teo-

rema (2.3.5) terdapat n vektor kolom yang bebas linear.

Oleh karena itu, berdasarkan Teorema (2.5.1), solusi dari sistem pada persa-
maan (3.21) dapat didekati melalui persamaan normal, yang diperoleh dengan me-

ngalikan A’ pada kedua ruas sistem persamaan (3.22) berikut:

ATAx = ATp
Uy; U2 Uin T V11
U1 U2 ... U2p To V21 (3.23)
Unp1 Un2 ... Upn Tn, Un,1
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Di mana u;; merupakan hasil kali antara entri-entri pada baris ke-: dari mat-
riks AT dengan entri-entri pada kolom ke-j dari matriks A. Sementara itu, v;; adalah
hasil kali antara entri-entri pada baris ke-i dari matriks A” dengan entri-entri pada

kolom pertama dari vektor kolom b.

Karena terdapat n vektor kolom yang bebas linear, maka det(A” A) # 0.
Dengan demikian, berdasarkan aturan Cramer untuk sistem persamaan linear beru-
kuran n x n dalam Teorema (2.4.1), maka solusi z; dari persamaan normal (3.23)

adalah sebagai berikut:
2. 4 det((AT A),)
"7 det(ATA)

Solusi tersebut tunggal dan merupakan solusi kuadrat terkecil dari persamaan Ax =
b. Dengan demikian, Teorema (3.2.2) terbukti.

Berikut adalah contoh numerik dari penyelesaian sistem persamaan linear

overdetermined menggunakan Teorema (3.2.2).

Contoh 3.2.2

Misalkan sistem persamaan linear berukuran 5 x 4 sebagai berikut:

1+ 229+ x3+3x4=1
2x1 + T2 + 33 + 324 = 2
1 +3x2+ 223+ 1y =3 (3.24)
201+ 220+ x3+3x4 =4
201+ o+ 2x3+2x4 =05

Sistem pada persamaan (3.24) dapat dinyatakan dalam persamaan matriks berikut:

gy ety 1
T
pL A I v 2
X2
1 3 21 = |3
T3
2 21 3 4
Ty
2 1 2 2] 5]
Perhatikan bahwa:
1 21 3
21 3 3
det(M. = =23 #£0.
( 4><4) 1392 1 7£
2 2 1 3
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Karena terdapat sembarang matriks bagian berukuran 4 x 4 dengan
det(Myx4) # 0, maka matriks koefisien A memiliki full rank dengan rank(A) = 4.
Dengan demikian, berdasarkan Teorema (3.2.2), solusi dari persamaan (3.24) dapat

didekati melalui persamaan normal A7 Ax = A”b berikut:

AT Ax = AT
14 13 15 20| |2 26
13 19 15 20| |z2| |26 (3.25)
15 15 19 21| |as| |27

200, TH | 34

Maka solusi z; dari persamaan normal (3.25) adalah sebagai berikut:

1. Solusi variabel Z;:
i det((ATA),) 3072

U7 Tqet(ATA) 799

2. Solusi variabel Z»:
=, det((ATA),) - )

27 Tdet(ATA) 799

3. Solusi variabel z3:
. det((AT A)3) 570

T Tdet(ATA) 799
4. Solusi variabel Z4:

 det((ATA)y) 1017
Qj4: = —

det(ATA) 799"
Sehingga diperoleh:
I T 1] [ 3247
1 21 3 3072 1 —255
799 297
21 3 3 512 2 =50
< _ 799 _ 54
AX—b=1|1 3 2 1 s | T 3 =1 =
799 351
2 21 3 1017 4 259
799 513
2 1 2 2] B [ — 755
serta: o
|AX — b|| = — = 0.95519 dan || A% — b||* ~ 0.9124.
V799

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa vektor X merupakan solusi pendekatan

yang cukup baik untuk solusi dari persamaan Ax = b.
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3.3 Penerapan Modifikasi Perumuman Cross Product dalam
Menyelesaikan Sistem Persamaan Linear m x n Menggu-

nakan Reduksi Aturan Cramer

Melalui modifikasi perumuman cross product, reduksi aturan Cramer yang
sebelumnya terbatas untuk penyelesaian sistem persamaan linear berukuran n x n
dapat diperluas untuk menyelesaikan sistem persamaan linear berukuran m x n,
baik pada kasus underdetermined maupun overdetermined. Reduksi aturan Cramer

bertujuan untuk mengurangi jumlah determinan yang perlu dihitung.

3.3.1 Reduksi Aturan Cramer untuk Sistem Persamaan Linear Under-

determined

Perumusan reduksi aturan Cramer untuk sistem persamaan linear under-
determined melalui modifikasi perumuman cross product dilakukan secara berta-
hap dengan menyelesaikan sistem persamaan linear full rank berukuran 4 x 5, yang

dapat dinyatakan sebagai berikut:

112140122 + A13T3+014T4 + a15T5= f1

21 T1+A22T2 + Ao3T3+A24Ty + A25T5= fo
(3.26)

a31T1+a32To + A33T3+a34T4 + A35T5= [3

41 T1+A42T2 + A43T3+044T4 + A45T5= f4

Sistem pada persamaan (3.26) dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:
T121 + 02y + T3a3 + 1424 + r5a5 = b (3.27)

Dengan vektor-vektor ay, a,, ag, a4, a5 yang dapat dinyatakan sebagai berikut:

a1 a2 @13 aiq a15

N | Qo2 | @Qes | Qo4 I
a; = 732_ 733— 734— 735—

a31 32 a33 34 a3p

Q47 Q42 Q43 Qa4 Q45

Serta, vektor b:

b = (f17f27f37f4)-
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Sistem (3.26) juga dapat dinyatakan dalam bentuk Ax = b sebagai berikut:

x
a1l G2 13 di4 Q15 wl f
Q1 Q22 Q23 Q24 d25 ; _ f2
az1 (32 az3 AaAz4 Aa35 xs I3
ay1 Q42 A43 A44 Q45 ; Ja
5

Misalkan terdapat empat vektor kolom yang bebas linear, tanpa mengurangi peru-

muman, yaitu vektor-vektor ay, a,, a3, dan a4. Artinya:

ailz a2 aiz Qaiq
G21 Q22 A23 Q24
det(ay, ay, a3, a4) = £ 0.
ag1 azz az3 as4

aq1 Q42 Q43 Q44

Dengan demikian, matriks A memiliki full rank dengan rank(A) = 4. Oleh
karena itu, berdasarkan Teorema (2.5.2), sistem persamaan (3.26) memiliki solusi

umum dengan 5 — 4 = 1 parameter, yaitu variabel x5 sebagai parameter.

Dengan demikian, berdasarkan Teorema (3.2.1), solusi untuk variabel z; de-

ngan x5 sebagai parameter adalah sebagai berikut:

_|A®) |A®)| det(b, ay, a3, a4) det(as, az, a3, ay)
L m B x5\A(1)|  det(ay, 2y, a3, a4) N £5det(a1, ay,23,a,)
fi a2 a3z au Q15 @12 A13 QA14
fo ax axz axy Qg5 (22 (A23 (24
f3 asx asz as azs (32 A33 (A34
f 4 Q42 a43 Oy4 Q45 Q42 A43 A44
B — Iy
a1 @12 a13 Qa4 a1 @12 13 a4
21 Q22 (23 (24 21 G2z (23 (24
az1 Q32 Aaz3 a34 az1 (32 Aaz3 a34
41 Q42 A43 Q44 a41 Q42 43 Q44

Dengan melakukan ekspansi kofaktor terhadap baris pertama diperoleh:

= AP i AD] _ AATD + a1 AT + a13AT + a1, AT
|A)] |AW] aHAﬁ) + a12A§12) + algA%) + a14Aﬁ)
a5 AT, + aAl) + a3 AR + aAf)
i anAfy + aAl) + a Al + a Al

(3.28)
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. 1) 4(1) 40
Di mana kofaktor Agl), Ag;, A(13)

22
a32

Q42

a1

a31

Q41

Selanjutnya, kofaktor Aﬁ), A%), A%) dan Aﬁ) dinyatakan sebagai berikut:

22

2
Agl) = |32
Q42
Ja

2
Agzz) =1f3
fa
Serta kofaktor AV A% A
a22

3
Agl) = |a32
Q42
25

3
Ag3) = (G35
Qa45

23
a33

Q43
22
32

Q42

dan Aﬁ) dinyatakan sebagai berikut:

Q24
34

Q44

24

34

Q44

A

21
a3

Q41

a21
a31

Q41

f2
fs
Ja

fa
fs

Q23 Q24
(2)
az3 as4 7A12
aq3  A4q
Q22 Q24
(2)
az2 434 7A14 -
Aq2  QA44q
3
) dan Ag 4) yang
Q23 Q24
(3) _
a3z 34 71412 =
Q43 QA44
Q22 A24
(3) _
32 A34 ,A14 -
Qg2 Q44

Ja

Q25
a3s

Q45
Q25
35

Q45

23
a33

43

a22
a32

Q42

a23
as3

aq3

22
as2

Q42

23
a33

Q43
22
a32

42

24
34

Q44

23
33

Q43

Q24
34

Q44

23

a33

Q43

dinyatakan sebagai berikut:

Q24
34
Q44
23
a33

Q43

Selanjutnya, untuk mencari solusi dari variabel x5 dengan x5 sebagai parameter,

definisikan modifikasi cross product antara a3 dan a, sebagai berikut:

€1 () €3 €4
1 0 0 0
Vi=¢€ X a3 X a4 =
@13 A23 (33 (a43
a4 A24 A34 Q44

Dengan melakukan dot product antara vy dengan kedua ruas dari sistem persama-
an (3.27), diperoleh:

141 - Vi + To@y - Vi + X323 - Vi + X484 - Vi + T585 - Vi = b - vy,
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Berdasarkan hasil kali skalar n vektor dan sifat ortogonalitas vektor v, terhadap
vektor a; dan a3, maka diperoleh a, - v; = a3 - v; = 0, sehingga:

ail Aag1 A3z1r Q41 Q12 Q22 A32 A42
1 0 0 0 1 0 0 0
I +x 2
13 a23 G33 a43 Q13 A23 (33 A43
a4 QA24 Aa34 Q44 Q14 Q24 A34 QAy4q
Q15 Q25 Q35 A45 f 1 f 2 f 3 f 4
1 0 0 0 1 0 0 0
+ Ty = .
13 Qa23 (33 (a43 @13 A23 G33 A43
A14 Q24 A34 Q44 Q14 QA24 Q34 QA44

Selanjutnya, dengan menyelesaikan untuk variabel x5, melakukan ekspansi kofaktor
terhadap baris kedua, serta menggunakan sifat det(A) = det(A”), diperoleh solusi
untuk variabel z, sebagai berikut:

21 A23 A4 Q25 A23 A4 f2 a23 A4
—Z1|a31 Q33 az4| — Ts5|G3s a3z Q34| T f3 a3z a34

Q41 Q43 Q44 Q45 Q43 Q4q fi sz au
To —

Q22 (A23 (A2q
32 Aa33 (34

Qg2 A43 Q44

Dengan demikian, berdasarkan kofaktor-kofaktor dari |A(M)|, |A®)|, dan |A®)|, so-
lusi x5 dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:

nidyy + oA — A wAp — AR | 3sAn

T2 = 1 i 1 1
AT A

(3.29)

Untuk mencari solusi dari variabel x5 dengan x5 sebagai parameter, defini-
sikan modifikasi cross product antara a, dan a, sebagai berikut:

€1 € €3 €4
1 0 0 0

a12 a2 Aaz2 42

Vy = €1 X 2y X a4 =

a14 Aa24 G34 A44
Dengan melakukan dot product antara v, dengan kedua ruas dari sistem persama-
an (3.27), diperoleh:

T1Q1 - Vo + L@y - V3 + X3A3 - Vo + L484 - V3 + T5a5 - V) = b'Vz.
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Berdasarkan hasil kali skalar n vektor dan sifat ortogonalitas vektor v, terhadap

vektor a; dan a,, maka diperoleh a, - vo = a, - vo = 0, sehingga:

ail Aag1 A3z1 Q41 @13 Ag23 33 A43
1 0 0 0 1 0 0 0
T + 23
G12 Q22 32 A42 Q12 Ag22 Q32 A42
a4 Q24 A34 Q44 Q14 Q24 A34 QAyq
Q15 Q25 a35 A45 f1 f2 f3 f4
1 0 0 0 1 0 0 0
+ x5 =
aiz2 A2z A3z Q42 a1z A22 A32 Q42
Q14 Q24 Q34 Q44 14 Q24 A34 Q44

Selanjutnya, dengan menyelesaikan untuk variabel 3, melakukan ekspansi
kofaktor terhadap baris kedua, serta menggunakan sifat det(A) = det(AT), dipero-
leh solusi untuk variabel x5 sebagai berikut:

21

Q22 A4 Q25 Qg2 (24 f2 Q22 Q24
—T1|a3 Q32 Q34| — Ts|a3s a3z Qzq| T f3 aszz A3zq
Q41 Q42 Q44 Qg5 Q42 Qqq f4 Qg2 Q44
T3 =
Q23 A22 (24
33 Aaz2 (34
Q43 Q42 Q44

Dengan melakukan satu kali penukaran kolom pada determinan penyebut, diperoleh
hasil sebagai berikut:

Q21 Ag2 Q24 Q25 Q22 (24 f2 Q22 A4
T1|azr gz Q34| T Ts|azs A3z (34| — f3 a3z A34
Q41 Q42 Q44 Q45 Q42 Q44 f4 Qg2 Qg4
T3 —
Q22 A23 (24
32 Az3z (34
Qg2 Q43 Q44

Dengan demikian, berdasarkan kofaktor-kofaktor dari |A™")|, |A®)|, dan |A®)], so-

lusi x5 dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:

21 AY + 25A8) — AT

_ mAy —AY
/ _
A

1
A

1
A

T3 =

(3.30)

60



Untuk mencari solusi dari variabel z, dengan x5 sebagai parameter, defini-
sikan modifikasi cross product antara a; dan as sebagai berikut:

€1 € €3 €4
1 0 0 0
V3 = €1 X 2y X a3 =
a12 Q22 32 QA42
13 Qa23 (33 a43

Dengan melakukan dot product antara vz dengan kedua ruas dari sistem persama-
an (3.27), diperoleh:

121 - V3 + ToQy - V3 + X343 - V3 + 2484 - V3 + T5a5 - V3 = b - v3.

Berdasarkan hasil kali skalar n vektor dan sifat ortogonalitas vektor vz terhadap

vektor a; dan a3, maka diperoleh a, - v3 = a3 - v4 = 0, sehingga:

11 Aa21 31 A41 Q14 QA24 Q34 QA44q
1 0 0 0 1 0 0 0
T + Ty
a1z QAg2 A32 Q42 Q12 Q22 A32 A42
13 dg23 33 (43 (13 Ag23 (33 A43
(15 Qg5 G35 A45 f1 f2 f3 f4
1 0 0 0 1 0 0 0
+ x5 =
A12 Q22 32 A42 Q12 QAg22 Q32 A42
13 QA23 (33 a43 13 Qa23 G33 aA43

Selanjutnya, dengan menyelesaikan variabel x4, melakukan ekspansi kofak-

tor terhadap baris kedua, menggunakan sifat det(A) = det(A”), serta melakukan

dua kali penukaran kolom pada determinan penyebut, diperoleh solusi untuk varia-

bel x3 sebagai berikut:

Q21 d22 (23 Q25 dAg22 (23 f2 Q22 Qa23
—T1 (a3 a3y agz| — Ts|ags azz aAzz| + f3 agz2 as3
g1 QAq2 A43 Qg5 Agq2 A43 f4 Aq2  A43
Ty =
Q22 A23 Q24
32 a3z 34
Qg2 A43 A44q
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Dengan demikian, berdasarkan kofaktor-kofaktor dari |AM)|, |[A®)]|, dan
|A®)|, solusi x4 dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:

0 A + a5 AY — AR 0 A - AT 24T
1 - 1 1
A A A

(3.31)

Ty =

Berdasarkan hasil dari persamaan (3.28), (3.29), (3.30), dan (3.31), maka
solusi untuk variabel x; dari sistem persamaan linear berukuran 4 x 5, dengan bentuk

pada persamaan (3.26) dapat diperoleh melalui rumus berikut:

AP . A®] _ HAR + anAl) + 01347 + 01447

|A(1)| 1A(1)| allAgll) + CL12A§12) + CL13A%) + (114Aﬁ)
a15Aﬁ) i awA%) + @13145? + G14AS?

% s AD A0 A0 A
a1 Ay + a12Agy + a13A)5 + a1y

T =

Dan solusi x5, z3 dan x4 yang diperoleh melalui rumus berikut:

_nAD - AD 5A®  p AR - 4D | ad
2 ) D AD A
11 11 11 11
o A = AR ol
! A0 A0
11 11

dengan x5 € R dan det(a;, a5, a3, a4) # 0. Serta Aglk) merupakan kofaktor dari baris
ke-i dan kolom ke-j pada matriks A”). Dengan reduksi aturan Cramer untuk sistem
4 x 5, jumlah determinan yang perlu dihitung adalah 12 determinan berukuran 3 x 3,
jauh lebih efisien dibandingkan dengan aturan Cramer pada Teorema (3.2.1), yang

memerlukan perhitungan 36 determinan dengan ukuran yang sama.

Selanjutnya, reduksi aturan Cramer untuk sistem persamaan linear
underdetermined melalui modifikasi perumuman cross product diperluas untuk

menyelesaikan sistem persamaan linear full rank berukuran 4 x 6 sebagai berikut:

112140122 + A13T3+014T4 + A15T5+a16T6 = [1

A1 T1+A22T2 + Ao3T3+0A24Ty + A25T5+026T6 = fo

(3.32)
3171 +032T2 + A33T3+A3474 + A35T5+a36T6 = [3
4171 +A4202 + A43T3+A4474 + Au5T5+As6T6 = [4
Sistem pada persamaan (3.32) dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:
T14y) + T2Qy + T3a3 + T4a4 + T5a5 + Tgdg — b (333)
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Di mana vektor a;, as, a3, a4, a5, dan ag merupakan vektor kolom yang bersesuaian

dengan variabel x1, zo, 3, 74, 5, dan x¢, serta vektor b didefinisikan dengan:

b = (f1, fo. f3, f4)-

Misalkan terdapat empat vektor kolom yang bebas linear, tanpa mengurangi
perumuman, yaitu vektor-vektor a;, a,, a3, dan ay. Artinya det(ay, a,, a3,a4) # 0.
Dengan demikian, matriks A dalam Ax = b memiliki fi// rank dengan rank(A) =
4. Oleh karena itu, berdasarkan Teorema (2.5.2), sistem persamaan (3.9) memiliki
solusi umum dengan 6 — 4 = 2 parameter, yaitu x5 dan xg yang dipilih sebagai

parameter. Selanjutnya, definisikan |[A®M)|,|A®)||A®)|, dan |A®)]| sebagai berikut:

@11 A2 Q13 A4 f1 Q12 A1z Q14

|A(1)| a 21 Q22 A23 A4 |A(2)| _d fo az asx ax
b )

31 dzz 33 Ad34 f 3 (32 Aa33 34

a41 Q42 Q43 Q44 fa asr asz au

15 Q12 Az aig 16 Q12 a13 al4

a a a a a a a a

(3) _ |25 22 (23 24 ()] _ |®26 0G22 23 Q24

|AY| = A =

a35 daz2 33 (34 age a3z G33 a34

Qg5 Q42 A43 Q44 Qg6 Q42 Q43 Q44

Berdasarkan hasil dalam penyelesaian sistem 4 x 5, maka solusi x; dari sistem ber-

ukuran 4 x 6 diberikan oleh rumus berikut:

AB] jA®] |aw)
T Am] T Am] T A
_ AAY + aAY) + a3AR + Al
e AP + 0140 + 134D + 01,41
a15AY) + 4154 + 0134 + 41,4
’ anA%) + G12A§12) + alSA%) + a14A$1)
alﬁAﬁ) + amA%) + algAgé) + a14A§i)
6a11A§11) + algA%) + algA%) + a14ASl) '

Dan solusi untuk variabel x5, x5, dan x4 yang diperoleh melalui rumus berikut:

v 0 Ay — AR 2sA) Al vy 0 A — AY) | 2AY) | weAl
1 1 1) - 1 1 1)
A Ay Ay A Ay Ay
A - AR 24T Al
T4 = o) DO
All All All
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dengan x5, x¢ € R dan det(a;, ay, a3,a4) # 0, serta AEQ merupakan kofaktor dari
baris ke-i dan kolom ke-j pada matriks A®). Dengan reduksi aturan Cramer untuk
sistem 4 x 6, jumlah determinan yang perlu dihitung adalah 16 determinan berukuran
3 x 3, jauh lebih efisien dibandingkan dengan aturan Cramer pada Teorema (3.2.1),
yang memerlukan perhitungan 52 determinan dengan ukuran yang sama. Reduksi
aturan Cramer untuk solusi umum sistem persamaan linear underdetermined dapat

dirumuskan dalam teorema berikut.

Teorema 3.3.1 (Reduksi Aturan Cramer untuk Sistem Persamaan Linear Under-
determined)
Diberikan sistem persamaan linear berukuran m X n, dengan m < n yang dinya-

takan sebagai berikut:

aREGIES Q1200 1 a1 T T G — )

a21x1 +a22T2 +...+ a2mTm +...+ 62,7, = fo
(3.34)

Ay, 1SRRI Lo . o, + O T+ - - N y— f,

Misalkan terdapat m vektor kolom yang bebas linear, yang berarti
det(a;,as,...,a,) # 0. Maka, sistem pada persamaan (3.12) memiliki so-
lusi umum dengan n — m parameter. Selanjutnya, untuk j = m + 1,...,n,
definisikan |A(V|, |[A®)|, dan | AU~™%2)| sebagai berikut:

a1 a2 ... aim fi a2 ... aim
a1 a2 ... Q2m fo ax ... am
|A(1)| = . . . ! 7|A(2)| = | . . . , dan

Am,1 Am2 - Gmm fm am2 ... amm

ai,j a2 cee A1

X as s a . a
‘A(me+2)‘ 4 27] 22 2,m
am,j am,2 -+ Qmm

Dengan demikian, solusi untuk variabel z; dapat diperoleh melalui:

B | A(2)| n | A(jfm+2)|
A T 2

j=m+1
. flAﬁ) + CL12A§22) + -+ CLLmA(Q)

1,m

X1

CLHASII) + CL12A512) + -+ al,mAgr)n
i . Cbl,jAgjlimw) + G12Agj;m+2) Tt al,mAgf,}m”)

- J
j=m+1 GHA%) + G12A§12) + -+ GLmAS?)n
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Selanjutnya, solusi untuk variabel z; diperoleh melalui:

I
i (1) Z 0
Any j=m+1 Ay
Dimanai = 2,...,mdan z,,,.1,...,7, € R, serta Agll), Aﬁ), Ag), dan Agjz}erZ)

merupakan kofaktor dari entri-entri yang bersesuaian pada masing-masing matriks.

Bukti.
Misalkan x; dengan 2 < ¢ < m, maka sistem pada persamaan (3.34) dapat dituliskan
dalam bentuk berikut:

xlal—i—xgaz—i—---—kxiai—l—---+xmam+---—|—mnan:b (335)

Di mana vektor ay, . . . , a,, merupakan vektor kolom dari koefisien yang bersesuaian

dengan variabel 1, . . . , x,,, dan vektor b didefinisikan sebagaib = (f1, fa, ..., fim)-

Sistem (3.34) juga dapat dituliskan ke dalam bentuk persamaan matriks
Ax = b. Misalkan terdapat m vektor kolom yang bebas linear, tanpa mengurangi
perumuman, yaitu vektor-vektor a;, a, ..., a,,, yang berarti det(a;, a,, ..., a,,) #

0. Dengan demikian, matriks A memiliki full rank dengan rank(A) = m.

Oleh karena itu, berdasarkan Teorema (2.5.2), sistem pada persamaan (3.34)
memiliki solusi umum dengan n — m parameter, yaitu variabel z,, 1, ..., T, yang
dipilih sebagai parameter. Selanjutnya, untuk j = m + 1,. .., n definisikan |A()|,
|A®)|, dan |AU—"+2)| sebagai berikut:

aiq Q2 ... A1 ... Q1m
asy agy ... Q24 ... Q1m
1 ’ ’
]A()\:det(al,ag,...,ai...,am): : o o o ,
% . . : . a1m
m,1 m2 .- Qmi .. Q1m
f1 a2 N 3 A ¢ 5 )
fg ag9 cee Q24 ... Q1
|A®| = det(b,ay,...,2;...,a,) = | . T , dan
: : " : e A1m
fm Qm2 o Gmi ... Qi
a5 Q2 ... Q145 ... Q1m
. ag a9 ce. Qi o0 Q1m
—m-+2 _ _ 5] ’ ’
|AU )| = det(a;,ay,...,2;...,2,)=
al,m
Qmj Am2 -« Omi ... A1m
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Dengan demikian, berdasarkan Teorema (3.2.1) maka solusi untuk variabel x; dapat

diperoleh melalui:

A%
[AD]

T =

Jj=m+1

2.

| AU=m+2)]

[AD

Melalui ekspansi kofaktor terhadap baris pertama, diperoleh hasil:

C AAT 4t AR ot a AT,
e (1) . AWM L 0
andAyy + - tanAy 4+ FamA g,
i aLjAgji_erQ) +---Fa A(] m+2) C+ al,mAg{;erm
_ -
j=m+1 ! anA(l) 8 ahA(l) 44 al,mA(ﬁ)n

Di mana Aﬁ), AW
bagai berikut:

AT = -1y

agi—1

Qm,i—1

a21 a22

m,2

)

am,1

f2 a2

Im am,2

az; a2

Um,j am,2

a2 a24+1

Am,i  A24+1

azi—1

Qmi—1

agi—1

am,i—1

ag;—1

Qm,i—1

a2 m
ai—1|>

a2 m

241

agi—+1

a2i+1

agi—+1

a2,i+1

ag;i—+1

() A% dan AU~ merupakan kofaktor yang didefinisikan se-

a2.m
ag;—1|>

a2.m

)

(3.36)
a2 m
ag,;—1|» dan

a2 m
azm

agi—1

a2 m

Selanjutnya, untuk mencari solusi variabel z;, dengan 2 < ¢ < m, dan meng-

anggap variabel z,, 1, ...

Vi=¢€ Xay X -+

X1 XAj4q X

yAi—1, 541, ...,
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X a,, =

€1
1

12

a1m

22
A1,5—1 G24-1

141 G241

€y Ce €m
0 . 0
Am. 2
Am,i—1
Ami+1
Qm,m

a2 m

, T, sebagai parameter, didefinisikan modifikasi cross

product antara vektor-vektor a,, . .. a,, sebagai berikut:




Melalui dot product antara v; dengan kedua ruas persamaan (3.35), diperoleh:

r141 Vi + Tz - Vi + -+ + T;_18i—1 * Vi + Z;@j - Vi + T;418i41 - Vi (3.37)

+ + TmAm Vit Timt18mpr Vit oo+ Zpan Vi =b - vi

Berdasarkan hasil kali skalar n vektor dan sifat ortogonalitas vektor v; terhadap
vektor-vektor as, ..., a;, 1,a,.1,...,a,,, makadiperoleh hasil: ay-v;, = --- =a; ;-

VvV, = ;41 -V, = --- = a,, -V; = 0. Dengan demikian, persamaan (3.37) dapat

disederhanakan menjadi bentuk berikut:
xl[(det(al, €1,a2,...,2;1,2,41,..., am)T]
+ xi[det(ai, €1,a2,...,4;,_1,4;41,... ,am)T]

n
+ Z xj[det(aj,el,ag,...,ai_l,aiﬂ,...,am)T]

j=m+1
= det(b, e, a a;_1,a; )’
= y€1,42, ..., di—1,441,--.,4m) -

Dengan menyelesaikan untuk variabel x; diperoleh hasil sebagai berikut:

7_xl(detal,el,ag,...,ai_l,ai“,...,am)T
‘B det(a;,e1,a2,...,8;-1,8;41,...,8;,)7
det(b,el,ag,...,ai_l,aiﬂ,...,am)T
det(ai,el,ag,...,ai_l,aiﬂ,...,am)T
B En: xjdet(aj,el,ag,...,ai_l,aiﬂ,...,am);.
Pl det(a;,e1,as,...,8,_1,8;41,...,8y)

Dengan melakukan ekspansi kofaktor terhadap baris kedua, serta menggunakan sifat

det(A) = det(AT), diperoleh solusi untuk variabel ; sebagai berikut:

21 Q22 ... QAg;-1 Q2441 ... Q2m
T i M. a2 ;-1
am1 Gm2 -+ Ami-1 G25;—4+1 ... QA2m
€T; =
Q2 Q22 ... Q24-1 A2;41 ... Q2m
- . . a2 ;-1
Amyi Am2 .. Qmi-1 A24i—41 ... (A2m
fo axn ... az;—1  A24i4+1  --. A2m
a2;—1
fm Am2 .- Omi-1 a2i—41 ... Q2m
Qz; Q22 ... QA2,-1 Q2i+1 ... Q2m
- . . 251
Umi Am,2 -+ Ami—-1 A2—41 ... QAam
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Qg Q22 ... Q241 A2;41 ... Q2m
Tl : " : : G241

Umyi Am2 -+ Gmi-1 A25—41 ... (2.m

>

j=m+1 Qg Q22 ... Q24-1 Q2441 ... (A2m

- : . : : G241

Umi Am2 .. Qmi-1 A24—41 ... (A2m

Selanjutnya, dengan melakukan 7 — 2 kali penukaran kolom pada determinan pe-

nyebut, diperoleh hasil sebagai berikut:
g1 Q2 ... Q2;-1 QA24541 ... d2m
I ek . a2;—1

Um1 Gm2 ... Gmi-1 A25—41 ... QG2m

Qg2 ... A24-1 G2 A2;y1 ... QA2m
_ (OEN2F| o, : : : o3
( 1) 3 . : : : - (241
m2 - Gmi-1 Qmg A2541 ... (A2m
fo axn ... agi—1  A244+1 ... Q2m;m
a2 ;-1

Jm OGm2 ... mi—1 A2i—41 .. (A2m

)

Qo ... Q24-1 Q25 A2;41 ... Q(2m

i—92 . . . . . .
—(=1) : " : : : T Q241
Am2 - Ami—1 Gmi a241 ... d2m

Qg Q22 ... G24-1 Q2,41 ... Q2m

ThMl i 1 H ; e Ag4-1
n
Amj Om2 .. Gmi-1 A2i—41 ... G2m
+ >
j=m+1 Qg2 ... Q241 Q25 A2;4+1 ... A2y

—(—1)—2| : .. : : : ..
( 1) : . : : : - A24-1
Qm2 --. Ami-1 Amgi A24i41 ... A2m

Misalkan D, E/, F' dan G adalah minor dari kofaktor Aﬁ), A%), AS), dan Ag_mH)

yang didefinisikan sebagai berikut:

g2 ... QA24-1 Q24 A2i41 ... A2m
D= : . : : : e Qg—1|>
m,2 - Gmi-1 Qmgi 4241 ... (A2m
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Qg1 Q22 ... Q241 Q2441 ... Q2m
E = a1 >
m,1 Gm2 .. Ami—-1 A25;—41 ... (A2m
f2 Qg2 ... QA24-1 Q241 ... QA2m
F=]: D f : . 4|, dan
fm Am,2 - Qmi-1 A25—41 ... QA2m
Qg Q2 ... Q2;-1 A2i41 ... QA2m
G = ag;i—1|-
Qmji Am2 .. Qmi—1 A2;—41 ... 0(2.m

Dengan mensubstitusikan hasil pemisalan D, E, F' dan G, dapat diperoleh hasil se-
bagai berikut.

J]lE

Ti = (=1)(=1)=2D ~ (_1> )i—2D T, Z )i—2D
Jj= m+1
. {L‘lE
xi_(_1>i—1D 111D+ Z le
j= m+1
e <<—1>HD @RS <—1>i—1D> (1)

_n(-1)E  (-1)F N z": z;(—-1)G

YTDD T (-0 A (-1)D

_aC)EDE CDHDE g s(-)7 DG

e D D . D
v — xl((—l);)l(—l)E El ((—1)_15(—1)]1’ < il %((-1);)2(—1)0
- DEVENE VDR . ; xj(jw;(—na

Dengan demikian, berdasarkan kofaktor pada persamaan (3.36) diperoleh:

Q22 ... Qg;-1 QA2; a2i4+1 ... QA2m

1
D= Qgi—1| = A§1)a

Am,2 -+ OGmi-1 Ami Q2441 ... dA2m
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a1 Q22 ... QA24,-1 Q2441 ... QA2
146 1+i| - . . . . . _ A
(—1) E = (—1) : : . : : oo Qg1 — Alz’ )
Um1 Am2 -« Ami-1 425—41 ... 0d2m
fo axn ... azi;—1 42441 ... A2m
1+i 14i ]| - . . . . . _ 4@
(_1) F= (_1) : : T : : o Qo1 T Au ]
fm m,2 -+ Omi-1 A25—41 ... dA2m
az;j G2 ... Q2;-1 A2441 ... d2m
T+ipy 1+i| - . . . . . A (-m+2)
(_1) G = (_1> : : T : : e Q241 — Ali :
myj Am2 . Qmi-1 A2;—41 ... 0(2m

Oleh karena itu, solusi dari variabel x; dapat dinyatakan sebagai berikut:

AN VA
1 1 1
A al AT

Tr; =
j=m+1
_ mdy — AP Z LN
1 1
A b AL

Karena z; dipilih sembarang dengan 2 < ¢+ < m, maka Teorema (3.3.1) terbukti.

Melalui reduksi aturan Cramer hanya diperlukan perhitungan determinan
berukuran m — 1 sebanyak 2m + (n —m)m. Sedangkan, melalui aturan Cramer pa-
da Teorema (3.2.1), diperlukan perhitungan determinan berukuran m — 1 sebanyak
(m + 1)m + (n — m)m?. Berikut adalah contoh numerik dari penyelesaian sistem

persamaan linear underdetermined menggunakan Teorema (3.3.1).

Contoh 3.3.1

Misalkan sistem persamaan linear berukuran 4 x 5 sebagai berikut:

1+ 229 — x3— 3x4+ 415 =2
200 — o+ 3x3+ 2x4—x5 =4
(3.38)
1+ 4xo+4+2x3— Hxg+ 315 =06
T, + 1529 + 623 — 1524 + 925 = 2
Dari sistem pada persamaan (3.38) dapat diperoleh vektor-vektor a, as, a3, a4, as

vektor b sebagai berikut:

1 2 —1 -3
2 —1 3 2

a = 1 ;g = 4 , A3 = y A4 = _5 )
1 15 —15
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a; = ,danb =

|
RN NN N

Perhatikan bahwa:

1 2 -1 -3
2 -1 3 2
det(ay, ay, a3, a4) = ) h 5 _x = —100 # 0.

iy, M

Dengan demikian, matriks A pada Ax = b full rank dengan rank(A) = 4. Sehingga
persamaan (3.38) memiliki solusi umum dengan 5 —4 = 1 parameter, yaitu x5 seba-
gai parameter. Selanjutnya, berdasarkan Teorema (3.3.1) definisikan |A™M|, |A®)|,
dan | A®)| sebagai berikut:

1 201 &3
2 -1 3 2
AW | = det(ay, a5, a3, a4) = ,
= ey U Ml
1 15 6 —15
2 2 -1 -3
4 -1 3 2
AP = det(b, a,, a3, a4) = ,
AT|=detbm ) =0, g
2 15 6 —15
4 2 -1 -3
-1 -1 3 2
A®)| = det(as, a5, a3, a4) =
i e i o R e
9 15 6 -—15

Dengan melakukan ekspansi kofaktor terhadap baris pertama dari | A" |, diperoleh

hasil sebagai berikut:

|A(l)| = @1114511) + awAglg) + alsA%) + a14Aﬁ)

-1 3 2 2 3 2
=1| 4 2 —5|+2(—-1 2 =5
15 6 —15 1 6 —-15
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2 -1 2 2 —1
—1]1 4 -5|-3[-]1 4 2
1 15 —15 1 15
= 1(—=57) + 2(—38) — 1(42) — 3(—25)
= —100.

Diperoleh nilai kofaktor A§11), A%), A%) dan A&), yaitu:

AW = 57, A1) = —38, Al) = 42, dan A{) = —25.

Dengan melakukan ekspansi kofaktor terhadap baris pertama dari |A?)|, di-
peroleh hasil sebagai berikut:

1A®| = fiAD + 012417 + a13A8 + a1, AY

— I 3 2 4 3 2
=]l 2 —5|+2|—-16 2 -5
15 6 -15 2 G5
4 —1 2 4 -1 3
= —116 4 =5l =13" LISl 4 2
1S S 2 15 6

= 2(—57) +2(—304) — 1(144) — 3(—254) = —104.
Diperoleh nilai kofaktor Aﬁ), Ag), A%) dan Aﬁ), yaitu:
A® = 57 42 = —304, 4D =144, dan AY) = —254.

Dengan melakukan ekspansi kofaktor terhadap baris pertama dari | A®|, diperoleh
hasil sebagai berikut:

1A®)] = a15AT) + 4124 + a3 AL + a, A

-1 3 2 -1 3 2
=4 4 2 —5|+2|-| 3 2 -5
15 6 —15 9 6 —15

-1 -1 2 -1 -1 3

~11 3 4 —5[-3|-|3 4 2

9 15 —15 9 15 6

= 4(—57) +2(—0) — 1(3) — 3(—33) = —132.

72



Diperoleh nilai kofaktor Aﬁ), Ag), A(f;) dan Aﬁ), yaitu:
AW = 5749 =0,4% =3, dan AY) = —33.

Dengan demikian, berdasarkan Teorema (3.3.1) maka solusi umum dari sistem pada

persamaan (3.38) adalah sebagai berikut:

1. Solusi variabel z;:

[A®] |A )| —104 -132 26 33
T = — Xy = —— — ——Ts.
[AD] ~ " 1Am| T =100 —100 25 25

2. Solusi variabel z5:

xlA%) = A%) x5A§?§)
B o
Ajy Al
_ (BF)(38) - (=304 w(0) | U622
57 =57 25 25

T9 =

3. Solusi variabel z3:

0 Ay — AT | 25AY)
1 1
AR A
(2055%5)(42) — (144)  25(3) 44 N 23
= —_ —X
—57 57 25 2577

Tr3 =

4. Solusi variabel z4:

P APRSIAR 15143

i, 1

AD M
(26-3325)(_95) — (—254)  x5(—33)

= = 4.
—57 A

Ty =

dengan =5 € R.

Solusi umum untuk sistem berukuran 4 x 5 berdasarkan Teorema (3.3.1)
pada Contoh (3.3.1) hanya memerlukan perhitungan dari 12 determinan berukuran
3 x 3, sedangkan solusi yang sama melalui Teorema (3.2.1) pada Contoh (3.2.1)

memerlukan 36 determinan.
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3.3.2 Reduksi Aturan Cramer untuk Sistem Persamaan Linear Over-

determined

Seperti telah dibahas dalam bagian perumusan aturan Cramer untuk sistem
persamaan linear overdetermined, solusi dari sistem persamaan linear berukuran
m % n, dengan m > n, dapat didekati (diaproksimasi) dengan menyelesaikan per-
samaan normal, sebagaimana dijelaskan pada Teorema (2.5.1). Persamaan normal
diperoleh dengan mengalikan AT pada kedua ruas persamaan Ax = b, sehingga
diperoleh bentuk berikut:

AZXmAanf‘nxl = AZ:memxl-

Persamaan tersebut dapat diselesaikan menggunakan aturan Cramer un-
tuk sistem persamaan linear berukuran n x n sebagaimana dijelaskan dalam Teo-
rema (2.4.1). Dengan demikian, reduksi aturan Cramer dalam Teorema (2.4.2) dapat
diterapkan untuk menyelesaikan persamaan normal, seperti dirumuskan dalam teo-

rema berikut.

Teorema 3.3.2 (Reduksi Aturan Cramer untuk Sistem Persamaan Linear Over-
determined)
Diberikan sistem persamaan linear berukuran m x n, dengan m > n, sebagai beri-
kut:

Ax=b (3.39)

Selanjutnya, asumsikan bahwa matriks koefisien A memiliki full rank dengan
rank(A) = n, maka solusi dari persamaan (3.19) dapat didekati melalui persamaan
normal:

ATAx = A™b (3.40)

Selanjutnya, definisikan |A| sebagai determinan dari matriks A7 A, dan | B| seba-
gai determinan dari matriks yang didapat melalui penukaran kolom ke-1 dari A7 A
dengan kolom ATb. Dengan demikian, persamaan (3.39) memiliki solusi tunggal

yang diberikan sebagai berikut:

_ b1Bi +a1eBia + ai3Biz + -+ a1, By

T = )
anAn + apAip + azAiz + -+ a A,
B = r1A12 — Bio G = r1A13 — Bis 5 = 11 A1, — By
2 — s L3 — s eyn —
An An An

Di mana Ay, adalah kofaktor dari |A| dan By, adalah kofaktor dari | B].
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Bukti.

Diberikan sistem persamaan linear berukuran m xn, dengan m > n, sebagai berikut:

a1y +apT2 + ...+ a1aTy = fi

a21x1 +axTy +...+ a2,Ty = fo

(3.41)
Ap, 1271 +Anp2T2 + ... + Ty = In
Um,1T1+am 222+ .. . + A nTn= fm
Sistem (3.41) juga dapat dinyatakan dalam bentuk Ax = b sebagai berikut:
a1 a12 oo Q1
a1 Q22 ... Q2pn Ty fi
T2 Ja
== 4 (3.42)
anp1 an,2 ce an,n E
Tn, Jm
Am,1 Gm2 - Omn
Dengan AT sebagai berikut:
13 A2 ... Gp1 ... (Gm1
AT _ a12 Q22 ... QAp2 ... Qm2
Ain A2n .- QAppn ... Qmpmn

Misalkan terdapat matriks bagian berukuran n x n dengan det(M,,.,,) # 0,
yang berarti A memiliki full rank dengan rank(A) = n, dan berdasarkan Teo-
rema (2.3.5) terdapat n vektor kolom yang bebas linear.

Oleh karena itu, berdasarkan Teorema (2.5.1), solusi dari sistem pada persa-
maan (3.41) dapat didekati melalui persamaan normal, yang diperoleh dengan me-
ngalikan A’ pada kedua ruas sistem persamaan (3.41) berikut:

ATAx = ATp
Uy; U2 Uin T V11
U1 U2 ... U2anp i) V21 (3.43)
Unp1 Un2 ... Upn Tn, Un,1
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Di mana u;; merupakan hasil kali antara entri-entri pada baris ke-: dari mat-
riks AT dengan entri-entri pada kolom ke-j dari matriks A. Sementara itu, v;; adalah
hasil kali antara entri-entri pada baris ke-i dari matriks A” dengan entri-entri pada

kolom pertama dari vektor kolom b.

Karena terdapat terdapat n vektor kolom yang bebas linear, maka
det(AT A) # 0. Dengan demikian, berdasarkan reduksi aturan Cramer untuk sis-
tem persamaan linear berukuran n x n dalam Teorema (2.4.2), maka solusi dari 2

dari persamaan normal (3.43) diperoleh melalui:

. biBu+aiaBin+azBiz+ -+ a1, By

T = )
a11An + aighie + a13Ais + - + an Ay
dan solusi Z5, 23, . . . , Z,, diperoleh melalui rumus berikut:
" $1A12 — Byo = $1A13 — B3 T 5131A1n — B,
2 = —7 3 = —, ey n =—
A1 Aq Aqy

Solusi tersebut tunggal dan merupakan solusi kuadrat terkecil dari persamaan Ax =
b. Dengan demikian, Teorema (3.3.2) terbukti.

Berikut adalah contoh numerik dari penyelesaian sistem persamaan linear

overdetermined menggunakan Teorema (3.3.2).

Contoh 3.3.2

Misalkan sistem persamaan linear berukuran 5 x 4 sebagai berikut:

T1+ 29+ x3+3x4=1
201 + X9+ 313+ 314 = 2
1+ 3z + 223+ 1y = 3 (3.44)
201 + 229+ 3+ 3x4 =4
201+ To+2x3+2x4 =205

Sistem pada persamaan (3.44) dapat dituliskan dalam persamaan matriks berikut:

1 21 3 1
x

21 3 3 2
X2

1 3 2 1 =13
€3

2 21 3 4
Ty

21 2 2 5
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Perhatikan bahwa:

1
2

=23 #£ 0.
) 7
2

NN W =
W = W W

N W =N

Karena terdapat sembarang matriks bagian berukuran 4 x 4 dengan det( My 4) # 0,
maka matriks koefisien A memiliki fill rank dengan rank(A) = 4. Dengan de-
mikian, berdasarkan Teorema (3.2.2), solusi dari persamaan (3.44) dapat didekati

melalui persamaan normal A7 Ax = ATb berikut:

AT Ax = AT
14 13 15 20| |44 26
I3NIORTS 20/ ol ] 26 (3.45)
15 15 19 21| |23 |27
20 20 21 32| |24 34

Berdasarkan Teorema (3.3.2) definisikan | A| dan | B| sebagai berikut:

14 13 15 20 26 13 15 20

13 19 15 20 26 19 15 20
|A| = dan |B| =

15 15 19 21 27 15 19 21

20 20 21 32 34 20 21 32

Dengan melakukan ekspansi kofaktor terhadap baris pertama dari |A|, diperoleh

hasil sebagai berikut:

|A| = w11 411 + wip Ao + uiArs + uiaAg

19 15 20 13 15 20
=14(15 19 21| +13| —|15 19 21
20 21 32 20 21 32
13 19 20 13 19 15
+15(15 15 21{+20]| —(15 15 19
20 20 32 20 20 21

= 14(973) + 13(—(—29)) + 15(—360) + 20(—390) = 799.
Diperoleh nilai kofaktor A1, A19, A13 dan Ay, yaitu:

A11 = 973, Alg = 29, A13 = —360, dan A14 = —390.
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Selanjutnya, dengan melakukan ekspansi kofaktor terhadap baris pertama dari |B|,

diperoleh hasil sebagai berikut:

|B| = v1B11 + u12B12 + u13B13 + u14B14

19 15 20 26 15 20
=26|15 19 21| +13| =27 19 21
20 21 32 34 21 32
26 19 20 26 19 15
+15(27 15 21| +20| —|27 15 19
34 20 32 34 20 21

= 26(973) + 13(—512) 4+ 15(—690) + 20(—261) = 3072.
Diperoleh nilai kofaktor By, By, B13 dan By, yaitu:
B11 = 973, B12 = —512, Blg = —690, dan Bl4 = —261.

Dengan demikian, berdasarkan Teorema (3.3.2) maka solusi variabel 2 dari sistem

pada persamaan (3.45) adalah sebagai berikut:

A (B 01 TS

TLZ0Al T Z100 T 799

serta solusi dari variabel 25, 3 dan 2, sebagai berikut:

By = x1A12 — Bio £ = 2113 — B3
All All
C(B2)(29) — (—512) 512 _(B2)(—360) — (—690) 570
- 973 ~ 799 -, 973 799

P 21Au — By (32)(—390) — (—261) 1017
4 = - —_— .

An 973 799
Sehingga diperoleh vektor Ax — b sebagai berikut:

Ak — b — 0324 297 54 351 513
S\ 7997 7997 799" 799" 799 )’

dengan||AX — b|| = 0.95519 dan ||AX — b||? = 0.9124. Vektor x dapat dianggap

sebagai pendekatan yang baik terhadap solusi Ax = b. Solusi pada Contoh (3.3.2)

hanya memerlukan 8 determinan berukuran 3 x 3. Hasil yang sama dengan meng-

gunakan Teorema (3.2.2), diperlukan perhitungan 20 determinan berukuran sama.
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