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Sasaran Kuliah Hari Ini

4.3.1 Teorema Dasar Kalkulus |

Menggunakan Teorema Dasar Kalkulus | untuk
menghitung integral tentu.

4.3.2 Metode Substitusi

Menggunakan metode substitusi dalam
penghitungan integral tentu.

4.4 Teorema Dasar Kalkulus Il

Menggunakan Teorema Dasar Kalkulus Il untuk
menentukan turunan dari integral.



Teorema Dasar Kalkulus

Sejauh ini kita telah dapat mengatakan apakah
sebuah fungsi terintegralkan pada suatu selang,
dengan melihat apakah fungsi tersebut terbatas
dan kontinu kecuali di sejumlah terhingga titik.

Namun, untuk menghitung integral tentu fungsi
tersebut, selain dengan menggunakan definisinya,
kita memerlukan ‘senjata’ yang lebih ampuh.

Salah satu alat bantu untuk menghitung integral
tentu adalah Teorema Dasar Kalkulus.



Teorema Dasar Kalkulus |

Jika f kontinu dan mempunyai anti-turunan F
pada [a, b], maka

[ £(x)dx = F(b)- F(a).
Catatan: ’

1. Teorema ini mengaitkan integral tak tentu
dengan integral tentu.

2. Notasi F(;r)\i biasa digunakan untuk
menyatakan F(b) — F(a).



Bukti Teorema Dasar Kalkulus |

Misalkan f kontinu dan mempunyai anti-turunan F
pada [a, b]. Maka, f terintegralkan pada [a, b], dan
untuk setiap partisi a = Xg < X; <X; < ... <Xp 1 <X, =D
kita mempunyai

F(b)-F(a)= Z[F(x) F(x,_,)]

= Zf(rz')mf'

;
Karena itu If(x)dx Zf(r ).Ax. = F(b)— F(a).

|P|—=0 %



Contoh

1. Fungsi f(x) = x* kontinu dan mempunyai anti-
turunan F(x) = x3/3 pada [0, 1]; jadi
1 3 1 2
o] 2
3 3 3

0 0
2. Lebih umum, untuk r # -1, fungsi f(x) = x

kontinu dan mempunyai anti-turunan F(x) =
x*1/(r+1) pada [a, b] (dalam daerah asal f);

Jadi b xr+l b b.i'+1 ﬂ'H_l

J‘xrdx =

r+1 r+l r+1

(1



Kelinearan Integral Tentu
b b
[ k.f (x)abx = k.| f(x)dx;

i[f (x)+ g(x)]dx = i f(x)dx+ j: a(x)dx.

Contoh: Dengan menggunakan kelinearan integral
tentu, kita dapat menghitung

3. J(x ++/x)dx = I:{' cix+_|.xfdx %—i—%\/z

0



Latihan

%
I.I(l+c05x)dx = -
0




Bagaimana menghitung integral ini?

]
[V? +x.2x+ .
0

Atau integral ini:
72 /4

e

0



Dengan menggunakan Aturan Pangkat yang Diper-
umum, kita dapat menghitung integral tak tentunya:

[ (% +x)%(2x + 1) dx = %(x% + x)*2 + C.

Dengan demikian, integral tentu tadi dapat dihitung:

A
[ +0) 2 @x+Ddr=2(x* +x)"2 | =220
0

Integral semacam ini, baik integral tentu maupun
integral tak tentu, dapat pula dihitung dengan metode
substitusi, yang akan kita bahas selanjutnya.



Sebagai contoh, untuk menghitung integral tak tentu
[ (x2+x)~.(2x + 1) dx,

kita gunakan substitusi peubah u = x? + x, sehingga
du = (2x + 1)dx dan integral di atas menjadi [ u” du.
Dengan Aturan Pangkat, kita peroleh

fu“du=%u32+C.

Substitusikan kembali u = x? + x, kita dapatkan
[ (x2+x)%(2x + 1) dx = %(x2 + x)3/2 + C,

sebagaimana yang kita peroleh sebelumnya dengan
Aturan Pangkat yang Diperumum.



Sekarang, untuk menghitung integral tentu

4
J.(J{:'E +x)"2(2x +1)dx,
0

kita lakukan substitusi seperti tadi: u=x?+x,
du = (2x + 1)dx. Selanjutnya kita perhatikan efek
substitusi ini terhadap kedua batas integral.

Pada saat x = 0, kita peroleh u = 0; sementara pada

saat x = 4, kita dapatkan u = 20. Dengan demikian
20

4
I(xz +:v:)”3(2:c—|-l)dx = Iu”zdu =247 ED =%(20)3‘F2,
0

0

sama seperti yang kita peroleh sebelumnya.



Catatan

Dalam menghitung integral tentu dengan
metode substitusi, kedua batas integral pada
umumnya berubah; dan kita dapat meng-
hitung integral dalam peubah baru tanpa
harus mensubstitusikan kembali peubah lama.

Bila agak rumit, integral tentu tsb dapat
dihitung dalam dua tahap: pertama cari
dahulu integral tak tentunya, setelah itu baru
gunakan Teorema Dasar Kalkulus.



Secara umum, dengan melakukan substitusi
peubah u = g(x), du = g'(x)dx, kita peroleh

Integral tak tentu: [ f(g(x)).g’(x)dx = [ f(u) du.

g(b)
Integral tentu: If(g(x)) g'(x)dx = If(u)du

g(a)

Jika F adalah anti-turunan dari f, maka
g(b)

j f(8(x)g'X)dx= [ f(u)du=F(g(b))-F(g(a)).
g(a)



Latihan. Hitung integral tentu/tak tentu berikut:

1. [V3x + 2 dx.
2. [ cos(3x + 2) dx.

1
3. j (3x+2) dx.
0

xil4

4. j.ﬂf}; dx.
0

4
>. J.u’rr:{v'PH}
1



Fungsi Akumulasi

Misalkan f terintegralkan pada Pl
[a, b]. Definisikan

G(x) = j f(t)dt.

Di sini, G(x) menyatakan “luas
daerah” di bawah kurva v ={t),
a <t < x (lihat gambar).

Perhatikan bahwa G(a) = 0 dan G(b) = jf(r)dr

Fungsi G disebut fungsi akumulasi dari f.



Teorema Dasar Kalkulus Il

G’(x) = f(x) pada [a, b]; yakni,
i[[ f(r)dr] — f(x),Vxe[a,b].

Catatan:

1. TDK Il menyatakan bahwa fungsi akumulasi
merupakan anti-turunan dari f.

2. TDK | dan TDK Il menyatakan bahwa turunan
dan integral merupakan semacam kebalikan
satu terhadap yang lainnya.



Bukti Teorema Dasar Kalkulus I

Menurut definisi turunan,
G'(x) = lim G(x+h)—G(x)

h—0 .h

[ x+h

T j f(t)dt - j f(f)df

h—+ﬂlh

1+h

h_:-ﬂ h Jlf(t)dr
Ketika h kecil, f tak berubah banyak pada [x, x+h].
Pada selang ini, f(t) = f(x), sehingga integral-nya
kira-kira sama dengan h.f(x). Jadi G'(x) = f(x).



Contoh

(2x iy u
3. 4 fear)Z 2 frar) % <2160
dx du dx

—x° +16x° =15x".



Latihan
d(% -
1.5(!(211 +\/5)er_.*.

z%{j'fr.drj =...

|
A)

- )= [——
3. Diketahui .[[m

Tentukan selang di mana grafik y = f(x)

ds

(a) naik, (b) cekung ke atas.



Sasaran Kuliah Hari Ini

4.5.1 Sifat-Sifat Integral Tentu

Menggunakan sifat-sifat integral tentu dalam
menghitung atau menaksir nilai integral tentu.

4.5.2 Teorema Nilai Rata-rata Integral

Menentukan nilai rata-rata integral dari suatu
fungsi yang diberikan.

4.6 Pengintegralan Numerik

Menghitung integral tentu dengan metode
trapesium dan metode Simpson



Sifat-Sifat Integral Tentu

Selain sifat kelinearan (yang telah dibahas
pada pertemuan sebelumnya), integral tentu
juga memiliki beberapa sifat penting, yaitu:

-Sifat Penjumlahan Selang

-Sifat Perbandingan

-Sifat Keterbatasan



Sifat Penjumlahan Selang

jf (X)dx = | f(x)dx j f(x)dx.




Sifat Penjumlahan Selang

jf(x)dx = if(x)dx j‘f(x)dx.

Contoh:

2 0 2
_[x\x\dxz I—xzdx+jx2dx=
% .

~1

-1 8
3 3

!
;



Sifat Perbandingan

Jika f(x) < g(x) pada [a, b], maka
| fydx < [ g(x)dx




Sifat Keterbatasan

Jika m £ f(x) £ M pada selang [a, b], maka
b
m(b—a) < j f(x)dx < M -a).




Sifat Keterbatasan

Jika m £ f(x) £ M pada selang [a, b], maka
b
m(b—a) < j f(x)dx < M -a).

Contoh: 1< \/1+.ac’:I < ﬁpada selang [0,1]; jadi
1
1=11-0) < [VI+x*dx <V2(1-0) =2.
0




Integral Tentu dari
Fungsi Simetris dan Fungsi Periodik

Jika f genap, maka If(x)dx = ZI fx)dx.

Jika f ganjil, maka If(X)dx =1,

Jika f periodik dengan periode p, maka

a+p P

I f(x)dx = j f(x)dx.



Latihan. Hitung/taksir nilai integral tentu
berikut:

x/4
| JE3 —1 | dx. B jSHl x/;dx

0
. 1
2. jxfl—x4dr. 4. jxvl—x4dx.
1 —1

1017
5 I sin 2x.dx.

100z

o=
G‘—.I‘w-..'l



Teorema Nilai Rata-Rata (Integral)

Jika f kontinu pada [a, b], maka ter-

dapat c € [a,b] sedemikian sehingga —_—

_ 1 b 3 S
fle)=o— !f(f)df-

Catatan. Nilai f(c) dalam teorema

C

ini disebut nilai rata-rata (integral)
f pada [a, b] (lihat gambar). Per-
hatikan bahwa luas daerah di ba-

wah kurva y = f(t), t € [a, b], sama
dengan f(c)(b — a).



Contoh

Misalkan f(x) = x?, x € [0,1]. Maka
|
Ixzdxzi =1—-0=1.

3 3

0
Jadi nilai rata-rata integral f pada [0, 1] adalah 4.



Latihan

Tentukan nilai rata-rata (integral) dari
1. f(x) =4x3 pada selang [1, 5].
2. g(x) = sin x pada selang [0, mt].
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Sekian dan Terima Kasih



e Seluruh materi presentasi di dapatkan dari website
perkuliahan Prof. Hendra Gunawan



